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(T¸i b¶n lÇn thø m−êi hai) 

H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 

Nhµ xuÊt b¶n gi¸o dôc ViÖt Nam 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nh÷ng ®iÒu häc sinh cÇn chó ý khi sö dông s¸ch gi¸o khoa 

1. Khi nghe thÇy c« gi¸o gi¶ng bµi, lu«n lu«n cã SGK tr−íc mÆt. Tuy nhiªn 
kh«ng viÕt, vÏ thªm vµo SGK ®Ó n¨m sau c¸c b¹n kh¸c cã thÓ dïng ®−îc. 

2. VÒ tr×nh bµy, s¸ch gi¸o khoa cã hai m¶ng : m¶ng chÝnh vµ m¶ng phô. 

M¶ng chÝnh gåm c¸c ®Þnh nghÜa, ®Þnh lÝ, tÝnh chÊt,... vµ th−êng ®−îc ®ãng 
khung hoÆc cã ®−êng viÒn ë mÐp tr¸i. M¶ng nµy ®−îc in lïi vµo trong. 

3. Khi gÆp C©u hái ? , cÇn ph¶i suy nghÜ, tr¶ lêi nhanh vµ ®óng. 

4. Khi gÆp Ho¹t ®éng , ph¶i dïng bót vµ giÊy nh¸p ®Ó thùc hiÖn nh÷ng 

yªu cÇu mµ ho¹t ®éng ®ßi hái. 

 

 

 

 

 

B¶n quyÒn thuéc Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam - Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o 

012020/CXBIPH/761869/GD                     M· sè : NH202T0 



 

 



 4 

1 
 

kh¸i  niÖm vÒ khèi  ®a diÖn 

 

 

1. Khèi ®a diÖn. Khèi chãp, khèi l¨ng trô 

C¸c em h·y quan s¸t c¸c h×nh sau ®©y (h×nh 1a, 1b, 1c, 1d, 1e). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1 

Mçi h×nh trªn ®Òu cã hai ®Æc ®iÓm :  

a) Gåm mét sè h÷u h¹n ®a gi¸c ph¼ng (ë ®©y "®a gi¸c ph¼ng" ®−îc hiÓu lµ 

bao gåm c¶ c¸c ®iÓm trong cña nã) ; 

b) Ph©n chia kh«ng gian thµnh hai phÇn : phÇn bªn trong vµ phÇn bªn ngoµi 

cña h×nh ®ã. (NÕu ta chÕ t¹o mçi h×nh b»ng chÊt nhùa trong suèt th× ta cã 

thÓ b¬m vµo phÇn bªn trong cña nã mét chÊt khÝ cã mµu, vµ khi ®ã phÇn 

bªn trong ®· ®−îc "t« mµu", cßn phÇn bªn ngoµi th× kh«ng). 

Gi¶ sö H lµ h×nh cã hai ®Æc ®iÓm nãi trªn. Khi ®ã, mçi ®iÓm thuéc phÇn 

bªn trong cña nã ®−îc gäi lµ ®iÓm n»m trong H.  
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H×nh H  cïng víi c¸c ®iÓm n»m trong H  ®−îc gäi lµ khèi ®a 

diÖn giíi h¹n bëi h×nh H. 

Mçi ®a gi¸c cña h×nh H  ®−îc gäi lµ mét mÆt cña khèi ®a diÖn. C¸c ®Ønh, 

c¸c c¹nh cña mçi mÆt cßn gäi lµ ®Ønh, c¹nh cña khèi ®a diÖn. C¸c ®iÓm 

n»m trong h×nh H cßn gäi lµ ®iÓm trong cña khèi ®a diÖn. 

Khèi ®a diÖn ®−îc gäi lµ khèi chãp, khèi chãp côt nÕu nã ®−îc giíi h¹n 

bëi mét h×nh chãp, h×nh chãp côt (h.1a, 1b). Nh− vËy, ta cã thÓ nãi vÒ khèi 

chãp n-gi¸c, khèi chãp côt n-gi¸c, khèi chãp ®Òu, khèi tø diÖn,... . 

T−¬ng tù, khèi ®a diÖn ®−îc gäi lµ khèi l¨ng trô nÕu nã ®−îc giíi h¹n bëi 

mét h×nh l¨ng trô (h.1c). Ta còng cã thÓ nãi vÒ khèi hép, khèi hép ch÷ 

nhËt, khèi lËp ph−¬ng,...  

Ngoµi c¸c khèi kÓ trªn, chóng ta cßn gÆp c¸c khèi ®a diÖn phøc t¹p h¬n 

nh− ë c¸c h×nh 1d, 1e. 

?1  H×nh hép ch÷ nhËt H  cã 6 mÆt lµ h×nh ch÷ 

nhËt (h.2a). NÕu ta bá ®i h×nh ch÷ nhËt 

ABCD th× ta ®−îc mét h×nh H ' chØ gåm 5 

h×nh ch÷ nhËt (h.2b). 

T¹i sao kh«ng thÓ nãi r»ng cã khèi ®a 

diÖn giíi h¹n bëi h×nh H ' ?   

Tõ ®ã ta cÇn chó ý r»ng : Khèi ®a diÖn ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh gåm 

nh÷ng ®a gi¸c ph¼ng, nh−ng kh«ng ph¶i bÊt k× h×nh nµo gåm nh÷ng ®a 

gi¸c ph¼ng còng giíi h¹n ra mét khèi ®a diÖn. 

Tõ ®©y trë ®i, ta chØ xÐt c¸c khèi ®a diÖn giíi h¹n bëi h×nh H  gåm mét sè 

h÷u h¹n ®a gi¸c ph¼ng tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn : 

1) Hai ®a gi¸c bÊt k× hoÆc kh«ng cã ®iÓm chung, hoÆc cã mét ®Ønh chung, 

hoÆc cã mét c¹nh chung. 

2) Mçi c¹nh cña mét ®a gi¸c lµ c¹nh chung cña ®óng hai ®a gi¸c. 

H×nh H gåm c¸c ®a gi¸c nh− thÕ ®−îc gäi lµ mét h×nh ®a 

diÖn, hoÆc ®¬n gi¶n lµ ®a diÖn.  

1 

H·y kiÓm tra r»ng c¸c h×nh 1a, 1b, 1c, 1d, 1e ®Òu tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn 1) vµ 2) 

trªn ®©y. H×nh 2b kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nµo trong hai ®iÒu kiÖn ®ã ? 

 

 

 

 

  a)      b) 

H×nh 2 
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2.  Ph©n chia vμ l¾p ghÐp c¸c khèi ®a diÖn 

VÝ dô 1 

Cho khèi chãp tø gi¸c S.ABCD (h.3). Ta h·y 

xÐt hai khèi chãp tam gi¸c S.ABC vµ S.ACD. 

DÔ thÊy r»ng : 

1) Hai khèi chãp ®ã kh«ng cã ®iÓm trong 

chung, nghÜa lµ ®iÓm trong cña khèi chãp nµy 

kh«ng ph¶i lµ ®iÓm trong cña khèi chãp kia.  

2) Hîp cña hai khèi chãp S.ABC vµ S.ACD 

chÝnh lµ khèi chãp S.ABCD. 

Trong tr−êng hîp ®ã ta nãi r»ng : Khèi ®a diÖn S.ABCD ®−îc ph©n chia 

thµnh hai khèi ®a diÖn S.ABC vµ S.ACD. Ta còng cßn nãi : Hai khèi ®a 

diÖn S.ABC vµ S.ACD ®−îc ghÐp l¹i thµnh khèi ®a diÖn S.ABCD. 

?2  Cã thÓ ph©n chia khèi chãp bÊt k× thµnh nh÷ng khèi tø diÖn hay kh«ng ? 

2 (h.4) 

1) C¾t khèi l¨ng trô ABC.A'B'C' bëi mÆt ph¼ng 

(A'BC). Khi ®ã khèi l¨ng trô ®−îc ph©n chia 

thµnh nh÷ng khèi ®a diÖn nµo ? 

2) H·y ph©n chia khèi l¨ng trô ABC.A'B'C' thµnh 

ba khèi tø diÖn. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, dÔ thÊy r»ng mäi khèi 

chãp vµ khèi l¨ng trô lu«n cã thÓ ph©n chia 

®−îc thµnh nh÷ng khèi tø diÖn (b»ng nhiÒu 

c¸ch kh¸c nhau). Thùc ra ®iÒu ®ã còng 

®óng cho khèi ®a diÖn bÊt k×. 

VÝ dô 2 

H×nh 5 cho ta thÊy hai miÕng gç (xem nh− hai khèi ®a diÖn) ®−îc chÕ t¹o 

sao cho chóng cã thÓ ghÐp võa khÝt víi nhau ®Ó t¹o thµnh mét khèi lËp 

ph−¬ng. §Ó th¸o rêi hai miÕng gç ë h×nh lËp ph−¬ng, cÇn ph¶i cè ®Þnh mét 

miÕng vµ tÞnh tiÕn miÕng kia theo mét vect¬ cã ph−¬ng hoµn toµn x¸c ®Þnh.  

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4 
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H×nh 5 

 

 

 Vu i  mét  chó t  !  

Khèi lËp ph−¬ng ë h×nh 6 ®−îc t¹o thµnh tõ 

hai miÕng gç ®−îc ghÐp khÝt vµo nhau, 

miÕng trªn vµ miÕng d−íi. (Ta kh«ng nh×n thÊy 

hai mÆt bªn phÝa sau, nh−ng chóng còng hoµn 

toµn gièng nh− hai mÆt tr«ng thÊy). 

Em h·y chØ ra c¸ch chÕ t¹o khèi lËp ph−¬ng 

nh− vËy.  

                       H×nh 6 

 
C©u hái vµ bµi tËp 

1. Chøng minh r»ng nÕu khèi ®a diÖn cã c¸c mÆt lµ tam gi¸c th× sè mÆt ph¶i lµ 

sè ch½n. H·y chØ ra nh÷ng khèi ®a diÖn nh− thÕ víi sè mÆt b»ng 4, 6, 8, 10. 

2. Chøng minh r»ng nÕu khèi ®a diÖn cã mçi ®Ønh lµ ®Ønh chung cña ba c¹nh 

th× sè ®Ønh ph¶i lµ sè ch½n. 

3. Chøng minh r»ng nÕu khèi ®a diÖn cã c¸c mÆt lµ tam gi¸c vµ mçi ®Ønh lµ 

®Ønh chung cña ba c¹nh th× ®ã lµ khèi tø diÖn. 

4. H·y ph©n chia mét khèi hép thµnh n¨m khèi tø diÖn. 

5. H·y ph©n chia mét khèi tø diÖn thµnh bèn khèi tø diÖn bëi hai mÆt ph¼ng. 
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phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng 
vμ  sù b»ng nhau cña c¸c  
k h è i  ® a  d i Ö n  

 

 

PhÐp biÕn h×nh trong kh«ng gian ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù nh− trong mÆt ph¼ng : 

PhÐp biÕn h×nh F trong kh«ng gian lµ mét quy t¾c ®Ó víi mçi 

®iÓm M (trong kh«ng gian), x¸c ®Þnh ®−îc mét ®iÓm M' duy 

nhÊt gäi lµ ¶nh cña ®iÓm M qua phÐp biÕn h×nh F. Ta cßn nãi 

F biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M' vµ kÝ hiÖu M' = F(M). 

Qua phÐp biÕn h×nh F, mçi h×nh H ®−îc biÕn thµnh h×nh H ' gåm 

tÊt c¶ c¸c ¶nh cña c¸c ®iÓm thuéc h×nh H. 

Sau ®©y ta xÐt phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng, ®ã lµ mét phÐp biÕn h×nh th−êng gÆp. 

1. PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng 

§Þnh nghÜa 1 (h.7)  

PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng 

(P) lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi 

®iÓm thuéc (P) thµnh chÝnh nã 

vµ biÕn mçi ®iÓm M kh«ng thuéc 

(P) thµnh ®iÓm M' sao cho (P) lµ 

mÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n 

th¼ng MM'.  

§Þnh lÝ 1 (h.8)  

NÕu phÐp ®èi xøng qua mp(P) 

biÕn hai ®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh 

hai ®iÓm M', N' th× M'N' = MN. 

(Nh−  vËy cã thÓ nãi : phÐp ®èi 

xøng qua mÆt ph¼ng lµ phÐp 

biÕn h×nh b¶o toµn kho¶ng c¸ch 

gi÷a hai ®iÓm bÊt k×). 

H×nh 7 

H×nh 8 

2 
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1 (®Ó chøng minh ®Þnh lÝ 1) 

NÕu M, N n»m trªn (P) th× M' trïng M vµ N' trïng N nªn M'N' = MN. 

NÕu cã Ýt nhÊt mét trong hai ®iÓm M, N kh«ng n»m trªn (P) th× cã mp(Q) ®i qua c¸c 

®iÓm M, N, M', N'. H·y dïng kiÕn thøc h×nh häc ph¼ng ®Ó chøng minh M'N' = MN.   

Khi ®øng tr−íc mét tÊm g−¬ng ph¼ng, mçi ng−êi sÏ nh×n thÊy h×nh cña 

m×nh ë “phÝa sau” tÊm g−¬ng ®ã (h.9). PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng cña 

tÊm g−¬ng ®· “biÕn” mçi ng−êi thµnh h×nh cña hä.    

 

 

 

                                                                                         

 

 

 

 

 

H×nh 9. ¶nh chôp mét em bÐ tr−íc g−¬ng 

 

 

H×nh 10 lµ ¶nh cña Th¸p Rïa ®ang 

soi bãng trªn mÆt n−íc Hå G−¬m 

(Hµ Néi). MÆt hå xem nh− lµ mét 

phÇn cña mÆt ph¼ng, phÐp ®èi xøng 

qua mÆt ph¼ng ®ã biÕn Th¸p Rïa 

thµnh c¸i bãng cña nã.   

 

 

 

                                                     H×nh 10. ¶nh chôp Th¸p Rïa vµ bãng cña nã  
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2. MÆt ph¼ng ®èi xøng cña mét h×nh 

§Þnh nghÜa 2 

NÕu phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng (P) biÕn h×nh H thµnh 

chÝnh nã th× (P) gäi lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña h×nh H. 

Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1 

Mäi mÆt ph¼ng ®i qua t©m cña mÆt cÇu ®Òu lµ 

mÆt ph¼ng ®èi xøng cña mÆt cÇu (h.11). 

VÝ dô 2  

Cho tø diÖn ®Òu ABCD (h.12). Gäi M lµ trung 

®iÓm cña c¹nh CD th× phÐp ®èi xøng qua 

mp(ABM) biÕn A thµnh A, B thµnh B, C thµnh 

D, D thµnh C. Nh− vËy, phÐp ®èi xøng ®ã biÕn 

tø diÖn ABCD thµnh chÝnh nã, suy ra mÆt 

ph¼ng (ABM) lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña tø 

diÖn ABCD. 

H×nh tø diÖn ®Òu ABCD cã s¸u mÆt ph¼ng ®èi 

xøng. §ã lµ c¸c mÆt ph¼ng ®i qua mét c¹nh vµ 

trung ®iÓm cña c¹nh ®èi diÖn. 

VÝ dô 3 

XÐt h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' (h.13).  

NÕu (P) lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña c¹nh AB 

th× nã còng lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña c¸c 

c¹nh CD, A'B' vµ C'D', bëi vËy nã lµ mÆt 

ph¼ng ®èi xøng cña h×nh lËp ph−¬ng. T−¬ng 

tù, c¸c mÆt ph¼ng trung trùc cña c¸c c¹nh AD, 

vµ AA' còng lµ nh÷ng mÆt ph¼ng ®èi xøng cña 

h×nh lËp ph−¬ng.  

Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng ®i qua hai c¹nh ®èi diÖn 

AB vµ C D' '  th× (Q) lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña 

h×nh lËp ph−¬ng v× phÐp ®èi xøng qua (Q) biÕn 

mçi ®iÓm A, B, C', D' thµnh chÝnh nã vµ biÕn A' 

thµnh D, D thµnh A', C thµnh B' vµ B' thµnh C. 

H×nh 12 

H×nh 13 

H×nh 11 
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?1   Nh− vËy h×nh lËp ph−¬ng cã bao nhiªu mÆt ph¼ng ®èi xøng ? 

3. H×nh b¸t diÖn ®Òu vμ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña nã 

H×nh 14 lµ mét h×nh ®a diÖn cã 8 mÆt lµ c¸c 

tam gi¸c ®Òu : EAB, EBC, ECD, EDA, FAB, 

FBC, FCD vµ FDA, cã 6 ®Ønh A, B, C, D, E, 

F, mçi ®Ønh lµ ®Ønh chung cho bèn tam gi¸c 

®Òu. H×nh ®ã gäi lµ h×nh b¸t diÖn ®Òu (hay 

h×nh t¸m mÆt ®Òu) vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ 

ABCDEF. 

TÝnh chÊt  

Bèn ®Ønh A, B, C, D n»m trªn mét mÆt ph¼ng vµ ®ã lµ mét 

mÆt ph¼ng ®èi xøng cña h×nh b¸t diÖn ®Òu ABCDEF. 

Chøng minh 

V× mçi ®iÓm A, B, C, D c¸ch ®Òu hai ®iÓm E vµ F nªn chóng n»m trªn mÆt 

ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng EF. PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng ®ã biÕn 

mçi ®iÓm A, B, C, D thµnh chÝnh nã vµ biÕn ®iÓm E thµnh F, F thµnh E nªn 

mp(ABCD) lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña b¸t diÖn ®Òu ABCDEF. ■ 

2  

T×m thªm c¸c mÆt ph¼ng ®èi xøng kh¸c cña h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

4. PhÐp dêi h×nh vμ sù b»ng nhau cña c¸c h×nh 

PhÐp dêi h×nh trong kh«ng gian ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù nh− trong mÆt ph¼ng. 

§Þnh nghÜa phÐp dêi h×nh  

Mét phÐp biÕn h×nh F trong kh«ng gian ®−îc gäi lµ phÐp dêi 
h×nh nÕu nã b¶o toµn kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k× (cã 

nghÜa lµ nÕu F biÕn hai ®iÓm bÊt k× M, N lÇn l−ît thµnh hai 

®iÓm M', N' th× M'N' = MN). 

Tõ ®Þnh nghÜa ®ã, ta suy ra phÐp dêi h×nh biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng 

th¼ng, mÆt ph¼ng thµnh mÆt ph¼ng,... . 

H×nh 14 
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HiÓn nhiªn phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng lµ mét phÐp dêi h×nh. PhÐp ®ång 

nhÊt (biÕn mçi ®iÓm thµnh chÝnh nã) lµ mét phÐp dêi h×nh. 

Râ rµng nÕu thùc hiÖn liªn tiÕp c¸c phÐp dêi h×nh th× ta còng cã kÕt qu¶ lµ 

phÐp dêi h×nh. Nãi c¸ch kh¸c : Hîp thµnh cña nh÷ng phÐp dêi h×nh lµ phÐp 

dêi h×nh. 

Mét sè vÝ dô vÒ phÐp dêi h×nh  

Ngoµi phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng, ta th−êng gÆp mét sè phÐp dêi h×nh sau ®©y : 

• PhÐp tÞnh tiÕn : PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ v


 lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi 

®iÓm M thµnh ®iÓm M' sao cho 'MM v
 

. 

• PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng (cßn gäi lµ phÐp ®èi xøng trôc) : Cho 

®−êng th¼ng d, phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng d lµ phÐp biÕn h×nh biÕn 

mçi ®iÓm thuéc d thµnh chÝnh nã vµ biÕn mçi ®iÓm M kh«ng thuéc d thµnh 

®iÓm M' sao cho trong mÆt ph¼ng (M, d), d lµ ®−êng trung trùc cña ®o¹n 

th¼ng MM'. 

• PhÐp ®èi xøng qua mét ®iÓm (cßn gäi lµ phÐp ®èi xøng t©m) : Cho ®iÓm 

O, phÐp ®èi xøng qua ®iÓm O lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi ®iÓm M thµnh 

®iÓm M' sao cho ' 0OM OM 
  

. 

§Þnh nghÜa hai h×nh b»ng nhau  

Hai h×nh H  vµ H  ' gäi lµ b»ng nhau nÕu cã mét phÐp dêi h×nh 

biÕn h×nh nµy thµnh h×nh kia. 

?2  Hai mÆt cÇu cã b¸n kÝnh b»ng nhau th× cã b»ng nhau hay kh«ng ? V× sao ? 

VÝ dô 4. Cho h×nh chãp tam gi¸c ®Òu S.ABC. Gäi A', B', C' lÇn l−ît lµ 

trung ®iÓm cña c¹nh BC, CA vµ AB. Khi ®ã hai tø diÖn SABA' vµ SBCB' 

b»ng nhau. 

Gi¶i (h.15) 

ThËt vËy, phÐp ®èi xøng qua mp(SAA') biÕn 

c¸c ®iÓm S, A, B, A' lÇn l−ît thµnh c¸c ®iÓm 

S, A, C, A' vµ phÐp ®èi xøng qua mp(SCC') 

biÕn c¸c ®iÓm S, A, C, A' lÇn l−ît thµnh c¸c 

®iÓm S, B, C, B'. Nh− vËy, qua hai phÐp ®èi 

xøng trªn, bèn ®Ønh S, A, B, A' cña tø diÖn 

SABA' biÕn thµnh bèn ®Ønh S, B, C, B' 

cña tø diÖn SBCB' nªn theo ®Þnh nghÜa, 

hai tø diÖn ®ã b»ng nhau.   ■ H×nh 15 
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§Þnh lÝ 2  

Hai h×nh tø diÖn ABCD vµ A'B'C'D' b»ng nhau nÕu chóng cã 

c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau, nghÜa lµ AB = A'B', BC = B'C', 

CD = C'D', DA = D'A', AC = A'C', BD = B'D'. 

Chøng minh. Ta xÐt c¸c tr−êng hîp sau : 

Tr−êng hîp 1 (h.16). Hai h×nh tø diÖn ®ã 

cã ba cÆp ®Ønh t−¬ng øng trïng nhau, 

ch¼ng h¹n A trïng A', B trïng B', C trïng 

C', cßn D kh¸c D'. 

Khi ®ã, mçi ®iÓm A, B, C c¸ch ®Òu hai 

®iÓm D vµ D' nªn mp(ABC) lµ mÆt 

ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng DD', 

suy ra phÐp ®èi xøng qua mp(ABC) 

biÕn c¸c ®Ønh A, B, C, D lÇn luît thµnh 

c¸c ®Ønh A', B', C', D'. VËy hai tø diÖn 

ABCD vµ A'B'C'D' b»ng nhau.  

Tr−êng hîp 2 (h.17). Hai h×nh tø diÖn 

®ã cã hai cÆp ®Ønh t−¬ng øng trïng 

nhau, ch¼ng h¹n A trïng A', B trïng B'. 

Khi ®ã gäi (P) lµ mÆt ph¼ng trung trùc 

cña ®o¹n th¼ng CC' th× (P) ®i qua A vµ 

B (v× A vµ B cïng c¸ch ®Òu hai ®iÓm C 

vµ C').VËy phÐp ®èi xøng qua mp(P) sÏ 

biÕn c¸c ®iÓm A, B, C, D lÇn l−ît thµnh 

c¸c ®iÓm A', B', C', D1 vµ do ®ã tø diÖn 

ABCD b»ng tø diÖn A'B'C'D1.  

V× hai tø diÖn A'B'C'D1 vµ A'B'C'D' cã c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau vµ 

cã ba ®Ønh t−¬ng øng trïng nhau nªn theo tr−êng hîp 1, chóng b»ng nhau.               

Tr−êng hîp 3. Hai h×nh tø diÖn ®ã cã mét cÆp ®Ønh t−¬ng øng trïng nhau, 

ch¼ng h¹n A trïng A'.  

Khi ®ã, gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña BB' th× (Q) ®i qua A (v× A c¸ch 

®Òu B vµ B'). VËy phÐp ®èi xøng qua (Q) biÕn c¸c ®iÓm A, B, C, D lÇn luît 

thµnh c¸c ®iÓm A', B', C1, D1 vµ do ®ã, hai tø diÖn ABCD vµ A'B'C1D1 

H×nh 16 

H×nh 17 
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b»ng nhau. MÆt kh¸c, hai tø diÖn  A'B'C1D1 vµ  A'B'C'D' cã c¸c c¹nh t−¬ng 

øng b»ng nhau vµ cã hai cÆp ®Ønh t−¬ng øng trïng nhau nªn theo tr−êng hîp 2, 

chóng b»ng nhau.  

Tr−êng hîp 4. Hai h×nh tø diÖn ®ã kh«ng cã cÆp ®Ønh t−¬ng øng nµo trïng nhau. 

Khi ®ã, gäi (R) lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña AA', phÐp ®èi xøng qua (R) 

biÕn c¸c ®iÓm A, B, C, D lÇn l−ît thµnh c¸c ®iÓm A', B1, C1, D1 nªn tø diÖn 

ABCD b»ng tø diÖn 1 1 1'A B C D  ; mµ hai tø diÖn A'B1C1D1 vµ A'B'C'D' cã 

c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau vµ mét cÆp ®Ønh t−¬ng øng trïng nhau, do 

®ã chóng b»ng nhau theo tr−êng hîp 3. ■ 

HÖ qu¶ 1  

Hai tø diÖn ®Òu cã c¹nh b»ng nhau th× b»ng nhau. 

HÖ qu¶ 2  

Hai h×nh lËp ph−¬ng cã c¹nh b»ng nhau th× b»ng nhau. 

Chøng minh (h.18) 

Gi¶ sö ABCD.A'B'C'D' vµ 

MNPQ.M'N'P'Q' lµ hai h×nh lËp 

ph−¬ng cã c¹nh ®Òu b»ng a. Hai 

tø diÖn ABDA' vµ MNQM' cã c¸c 

c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau nªn 

b»ng nhau, tøc lµ cã phÐp dêi 

h×nh F biÕn c¸c ®iÓm A, B, D, A' 

lÇn l−ît thµnh M, N, Q, M'. V× F 

lµ phÐp dêi h×nh nªn F biÕn h×nh 

vu«ng thµnh h×nh vu«ng, do ®ã F 

biÕn ®iÓm C thµnh ®iÓm P, biÕn 

®iÓm B' thµnh N', biÕn ®iÓm D' 

thµnh Q' vµ biÕn ®iÓm C' thµnh 

®iÓm P'. Nh− vËy, hai h×nh lËp 

ph−¬ng ®· cho b»ng nhau.   ■ H×nh 18 
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C©u hái vµ bµi tËp 

6. Gäi § lµ phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng (P) vµ a lµ mét ®−êng th¼ng nµo 

®ã. Gi¶ sö § biÕn ®−êng th¼ng a thµnh ®−êng th¼ng a'. Trong tr−êng hîp 

nµo th× : 

a) a trïng víi a' ; 

b) a song song víi a' ; 

c) a c¾t a' ; 

d) a vµ a' chÐo nhau ? 

7. T×m c¸c mÆt ph¼ng ®èi xøng cña c¸c h×nh sau ®©y : 

a) H×nh chãp tø gi¸c ®Òu ; 

b) H×nh chãp côt tam gi¸c ®Òu ; 

c) H×nh hép ch÷ nhËt mµ kh«ng cã mÆt nµo lµ h×nh vu«ng. 

8. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D'. Chøng minh r»ng : 

a) C¸c h×nh chãp A.A'B'C'D' vµ C'.ABCD b»ng nhau ; 

b) C¸c h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' vµ AA' D' .BB' C'  b»ng nhau. 

9. Chøng minh r»ng c¸c phÐp tÞnh tiÕn, ®èi xøng trôc, ®èi xøng t©m lµ nh÷ng 

phÐp dêi h×nh. 

10. Chøng minh r»ng : 

a) Hîp thµnh cña hai phÐp ®èi xøng qua hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ 

(Q) lµ mét phÐp tÞnh tiÕn ; 

b) Hîp thµnh cña hai phÐp ®èi xøng qua hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng 

gãc víi nhau lµ mét phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng. 
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p h Ð p  v Þ  t ù  vμ  s ù  ® å n g  d ¹ n g  
c ñ a  c ¸ c  k h è i  ® a  d i Ö n .  
C ¸ c  k h è i  ® a  d i Ö n  ® Ò u  

 

1. PhÐp vÞ tù trong kh«ng gian 

§Þnh nghÜa 1 

Cho sè k kh«ng ®æi kh¸c 0 vµ mét ®iÓm O cè ®Þnh. PhÐp biÕn 

h×nh trong kh«ng gian biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' sao 

cho OM' kOM
 

 gäi lµ phÐp vÞ tù. §iÓm O gäi lµ t©m vÞ tù, 

sè k gäi lµ tØ sè vÞ tù.  

Nh− vËy, phÐp vÞ tù trong kh«ng gian ®−îc ®Þnh nghÜa hoµn toµn t−¬ng tù 

nh− trong mÆt ph¼ng. C¸c tÝnh chÊt sau ®©y cña phÐp vÞ tù ®Òu cã thÓ ®−îc 

chøng minh t−¬ng tù nh− trong mÆt ph¼ng. 

C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña phÐp vÞ tù  

1. NÕu phÐp vÞ tù tØ sè k biÕn hai ®iÓm M, N thµnh hai ®iÓm 

M', N' th× ,M'N' kMN
 

 vµ do ®ã M'N'= k MN. 

2. PhÐp vÞ tù biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm th¼ng 

hµng, bèn ®iÓm ®ång ph¼ng thµnh bèn ®iÓm ®ång ph¼ng. 

Tõ ®ã suy ra phÐp vÞ tù biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng th¼ng, mÆt ph¼ng 

thµnh mÆt ph¼ng... 

VÝ dô 1 

Cho h×nh tø diÖn ABCD. Gäi A', B', 

C', D' lÇn l−ît lµ träng t©m cña c¸c 

tam gi¸c BCD, ACD, ABD, ABC. 

Chøng minh r»ng cã phÐp vÞ tù biÕn 

tø diÖn ABCD thµnh tø diÖn A'B'C'D'. 

Gi¶i (h.19) 

Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD. 

Khi ®ã ta biÕt r»ng :                                            
H×nh 19 

3 
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1 1
' , ' ,

3 3

1 1
' , ' .

3 3

   

   

   

   

GA GA GB GB

GC GC GD GD

 

Suy ra phÐp vÞ tù V t©m G, tØ sè 
1
3

 k  biÕn c¸c ®iÓm A, B, C, D lÇn l−ît thµnh 

c¸c ®iÓm A', B', C', D'. VËy V biÕn tø diÖn ABCD thµnh tø diÖn A' B'C'D'. ■ 

?1  Trong tr−êng hîp nµo th× phÐp vÞ tù lµ mét phÐp dêi h×nh ? 

2. Hai h×nh ®ång d¹ng 

§Þnh nghÜa 2 

H×nh H ®−îc gäi lµ ®ång d¹ng víi h×nh H ' nÕu cã mét phÐp 

vÞ tù biÕn h×nh H  thµnh h×nh H1 mµ h×nh H1 b»ng h×nh H '. 

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng hai h×nh tø diÖn ®Òu bÊt k× lu«n lu«n ®ång d¹ng 

víi nhau. 

Chøng minh (h.20)  

Gi¶ sö ABCD lµ tø diÖn ®Òu cã 

c¹nh b»ng a vµ A'B'C'D' lµ tø diÖn 

®Òu cã c¹nh b»ng a'. Ta xÐt phÐp vÞ 

tù  V cã t©m O tïy ý vµ cã tØ sè 

a'
k

a
 . Khi ®ã dÔ thÊy tø diÖn ®Òu 

ABCD biÕn thµnh tø diÖn ®Òu 

1 1 1 1A B C D  cã c¹nh b»ng a'. VËy tø 

diÖn 1 1 1 1A B C D  b»ng tø diÖn 

A'B'C'D'. Theo ®Þnh nghÜa, tø diÖn 

ABCD ®ång d¹ng víi tø diÖn 

A'B'C'D'.    ■ 

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng hai h×nh lËp ph−¬ng bÊt k× ®Òu ®ång d¹ng víi nhau. 

Chøng minh t−¬ng tù nh− ë VÝ dô 2. 

H×nh 20 
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3. Khèi ®a diÖn ®Òu vμ sù ®ång d¹ng cña c¸c khèi ®a diÖn ®Òu 

Tr−íc hÕt ta nãi vÒ khèi ®a diÖn låi, mét kh¸i niÖm t−¬ng tù nh− kh¸i niÖm 

®a gi¸c låi trong h×nh häc ph¼ng. 

Mét khèi ®a diÖn ®−îc gäi lµ khèi ®a diÖn låi nÕu víi bÊt k× hai ®iÓm A vµ B 

nµo cña nã th× mäi ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB còng thuéc khèi ®ã. 

C¸c khèi ®a diÖn trªn h×nh 21 kh«ng ph¶i lµ nh÷ng khèi ®a diÖn låi. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 21 

?2  T¹i sao c¸c khèi ®a diÖn trªn h×nh 21 kh«ng ph¶i lµ nh÷ng khèi ®a diÖn låi ? 

Chóng ta ®· biÕt thÕ nµo lµ ®a gi¸c ®Òu. B©y giê ta sÏ ®Þnh nghÜa thÕ nµo lµ 

khèi ®a diÖn ®Òu. 

§Þnh nghÜa 3 

Khèi ®a diÖn ®Òu lµ mét khèi ®a diÖn låi cã hai tÝnh chÊt sau ®©y : 

a) C¸c mÆt lµ nh÷ng ®a gi¸c ®Òu vµ cã cïng sè c¹nh ; 

b) Mçi ®Ønh lµ ®Ønh chung cña cïng mét sè c¹nh. 

 

Khèi ®a diÖn ®Òu mµ mçi mÆt lµ ®a gi¸c ®Òu n c¹nh vµ mçi ®Ønh lµ ®Ønh 

chung cña p c¹nh ®−îc gäi lµ khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {n ; p}. 

?3  Khèi tø diÖn ®Òu, khèi b¸t diÖn ®Òu vµ khèi lËp ph−¬ng lµ nh÷ng khèi ®a diÖn 

®Òu thuéc lo¹i g× ? 

Ngoµi khèi tø diÖn ®Òu, khèi lËp ph−¬ng vµ khèi b¸t diÖn ®Òu, h×nh 22 d−íi 

®©y cho ta thÊy thªm hai lo¹i n÷a cña khèi ®a diÖn ®Òu. 
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Khèi hai m−¬i mÆt ®Òu 

(thuéc lo¹i {3 ; 5}) 

 Khèi m−êi hai mÆt ®Òu 

(thuéc lo¹i {5 ; 3}) 

 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng chØ cã n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu (xem bµi 

®äc thªm §Þnh lÝ ¥-le vµ khèi ®a diÖn ®Òu) vµ hai khèi ®a diÖn ®Òu cïng 

lo¹i th× ®ång d¹ng víi nhau. 

 

 Em h·y  lμm thö !  

Chóng ta cã thÓ lµm m« h×nh cña n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu b»ng nguyªn vËt liÖu 
lµ b×a cøng vµ hå d¸n. 

H·y c¾t b×a cøng theo mÉu d−íi ®©y (h.23) vµ d¸n l¹i thµnh c¸c khèi ®a diÖn ®Òu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 23 

H×nh 22 
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C©u hái vµ bµi tËp 

11. Chøng minh r»ng phÐp vÞ tù biÕn mçi ®−êng th¼ng thµnh mét ®−êng th¼ng 

song song hoÆc trïng víi nã, biÕn mçi mÆt ph¼ng thµnh mét mÆt ph¼ng 

song song hoÆc trïng víi mÆt ph¼ng ®ã. 

12. Cho mét khèi tø diÖn ®Òu. H·y chøng minh r»ng : 

a) C¸c träng t©m cña c¸c mÆt cña nã lµ c¸c ®Ønh cña mét khèi tø diÖn ®Òu ; 

b) C¸c trung ®iÓm cña c¸c c¹nh cña nã lµ c¸c ®Ønh cña mét khèi t¸m mÆt ®Òu. 

13. Hai ®Ønh cña mét khèi t¸m mÆt ®Òu ®−îc gäi lµ hai ®Ønh ®èi diÖn nÕu chóng 

kh«ng cïng thuéc mét c¹nh cña khèi ®ã. §o¹n th¼ng nèi hai ®Ønh ®èi diÖn gäi 

lµ ®−êng chÐo cña khèi t¸m mÆt ®Òu. Chøng minh r»ng trong khèi t¸m mÆt 

®Òu : 

a) Ba ®−êng chÐo c¾t nhau t¹i trung ®iÓm cña mçi ®−êng ; 

b) Ba ®−êng chÐo ®«i mét vu«ng gãc víi nhau ; 

c) Ba ®−êng chÐo b»ng nhau. 

14. Chøng minh r»ng : 

a) T©m c¸c mÆt cña mét khèi lËp ph−¬ng lµ c¸c ®Ønh cña mét khèi t¸m mÆt ®Òu ; 

b) T©m c¸c mÆt cña mét khèi t¸m mÆt ®Òu lµ c¸c ®Ønh cña mét khèi lËp ph−¬ng. 

 

 

Bμ i  ®äc  thªm 

§Þnh lÝ ¬-le vμ khèi ®a diÖn ®Òu 

1. §Æc sè ¥-le cña khèi ®a diÖn 

§èi víi mçi khèi ®a diÖn H , ta kÝ hiÖu § lµ sè ®Ønh, C lµ sè c¹nh, M lµ sè mÆt cña H  

vµ khi ®ã, sè  (H ) = §C + M ®−îc gäi lµ ®Æc sè ¥-le (cßn gäi t¾t lµ ®Æc sè) cña 

khèi ®a diÖn H . (Ch÷ Hy L¹p  ®äc lµ "khi"). 

C¸c h×nh vÏ sau ®©y cho ta mét sè khèi ®a diÖn cïng víi c¸c ®Æc sè cña chóng :  
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 H×nh 24 

Nh− vËy, c¸c khèi ®a diÖn cã thÓ cã c¸c ®Æc sè kh¸c nhau. Tuy nhiªn, nhµ to¸n 

häc Thuþ SÜ ¥-le (L. Euler) ®· chøng minh ®Þnh lÝ mang tªn «ng sau ®©y : 

§Þnh lÝ ¥-le. Mäi khèi ®a diÖn låi ®Òu cã ®Æc sè b»ng 2. 

Ta cã thÓ kiÓm nghiÖm ®Þnh lÝ ®ã cho c¸c khèi ®a diÖn ®Òu (®ã lµ nh÷ng khèi ®a 

diÖn låi). Chó ý r»ng trªn h×nh 24 cã nh÷ng khèi ®a diÖn kh«ng låi nh−ng vÉn cã 

®Æc sè b»ng 2.  

2. Chøng minh ®Þnh lÝ vÒ n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu 

Dïng ®Þnh lÝ ¥-le, ta cã thÓ chøng minh r»ng chØ cã n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu. 

Nh¾c l¹i : Khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {n ; p} lµ khèi ®a diÖn låi cã mÆt lµ c¸c n-gi¸c ®Òu 

vµ mçi ®Ønh lµ ®Ønh chung cña p c¹nh. 

§Þnh lÝ. ChØ cã n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu, ®ã lμ c¸c lo¹i : {3 ; 3}, {4 ; 3}, {3 ; 4}, 

{5 ; 3}, {3 ; 5}. 

Chøng minh. Gi¶ sö khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {n ; p} cã § ®Ønh, C c¹nh vµ M mÆt. 

V× mçi mÆt cã n c¹nh nªn M mÆt sÏ cã nM c¹nh, nh−ng mçi c¹nh l¹i chung cho 

hai mÆt nªn 2C = nM. V× mçi ®Ønh lµ ®Ønh chung cho p c¹nh nªn § ®Ønh sÏ cã p§ 

c¹nh, nh−ng mçi c¹nh l¹i ®i qua hai ®Ønh nªn 2C = p§. VËy ta cã 

p§ = 2C = nM. 
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Tõ ®ã suy ra 

   
   

  

( )2
.

1 1 1 1 1 1 2 2

2 2

C M C M C M pn

n p np
p n p n

§ § §
 

 Theo ®Þnh lÝ ¥-le, ta cã §C + M = 2 nªn 

  
 
4

.
1 1 1 2 2

2

§ C M pn

n p np
p n

 

VËy :     
 

4

2 2

n
§

n p np
 ; 

 
2

2 2

np
C

n p np
 ; 

 
4

2 2

p
M

n p np
. (*) 

V× c¸c sè §, C, M, n, p ®Òu lµ nh÷ng sè nguyªn d−¬ng nªn 

2n + 2pnp > 0 hay (n2)(p2 ) < 4. 

Chó ý r»ng n  3 ; p  3 nªn n2 vµ p2 lµ hai sè nguyªn d−¬ng ; ngoµi ra tÝch 

sè cña chóng bÐ h¬n 4. VËy chØ cã thÓ x¶y ra c¸c tr−êng hîp sau : 

1) n2 = 1, p2 = 1 hay n = p = 3, ta cã khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {3 ; 3}. Khi ®ã, 

tõ (*) ta suy ra § = 4, C = 6, M = 4. §ã chÝnh lµ khèi tø diÖn ®Òu. 

2) n2 = 2, p2 = 1 hay n = 4, p = 3, ta cã khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {4 ; 3}. Khi ®ã 

§ = 8, C = 12, M = 6. §ã chÝnh lµ khèi lËp ph−¬ng.  

3) n2 = 1, p2 = 2 hay n = 3, p = 4, ta cã khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {3 ; 4}. Khi ®ã 

§ = 6, C = 12, M = 8. §ã chÝnh lµ khèi t¸m mÆt ®Òu (cßn gäi lµ khèi b¸t diÖn ®Òu).  

4) n2 = 3, p2 = 1 hay n = 5, p = 3, ta cã khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {5 ; 3}. Khi ®ã 

§ = 20, C = 30, M = 12. §ã chÝnh lµ khèi m−êi hai mÆt ®Òu (cßn gäi lµ khèi thËp 

nhÞ diÖn ®Òu). 

5) n2 = 1, p2 = 3 hay n = 3, p = 5, ta cã khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {3 ; 5}. Khi ®ã 

§ = 12, C = 30, M = 20. §ã chÝnh lµ khèi hai m−¬i mÆt ®Òu (cßn gäi lµ khèi nhÞ 

thËp diÖn ®Òu).  

VËy ta cã b¶ng sau ®©y : 

Lo¹i Tªn gäi Sè ®Ønh Sè c¹nh Sè mÆt 

{3 ; 3} Khèi tø diÖn ®Òu  4 6 4 

{4 ; 3} Khèi lËp ph−¬ng 8 12 6 

{3 ; 4} Khèi t¸m mÆt ®Òu  6 12 8 

{5 ; 3} Khèi m−êi hai mÆt ®Òu  20 30 12 

{3 ; 5} Khèi hai m−¬i mÆt ®Òu  12 30 20 
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N¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu kÓ trªn ®−îc nhµ triÕt häc vµ to¸n häc Pla-t«ng (427 - 347 

tr−íc C«ng nguyªn) t×m ra, chóng th−êng ®−îc gäi lµ c¸c thÓ Pla-t«ng. C¸c khèi 

®a diÖn theo thø tù trong b¶ng trªn ®−îc Pla-t«ng coi lµ t−îng tr−ng cho löa, ®Êt, 
khÝ, vò trô vµ n−íc. 

 

 

 

thÓ tÝch cña khèi  ®a diÖn 

 

1.  ThÕ nμo lμ thÓ tÝch cña mét khèi ®a diÖn ? 

Chóng ta biÕt r»ng trong mÆt ph¼ng, mçi ®a gi¸c cã mét diÖn tÝch. §ã lµ sè 

®o phÇn mÆt ph¼ng mµ ®a gi¸c ®ã chiÕm chç. T−¬ng tù nh− vËy, c¸c khèi 

®a diÖn chiÕm nh÷ng phÇn kh«ng gian lín nhá kh¸c nhau. ThÓ tÝch cña mçi 

khèi ®a diÖn lµ sè ®o cña phÇn kh«ng gian mµ nã chiÕm chç. 

Chóng ta ®· biÕt c¸c c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch cña mét sè khèi ®a diÖn ®¬n 

gi¶n. Sau ®©y chóng ta sÏ nãi râ h¬n vÒ c¸c c«ng thøc nµy. 

§Ó cã nh÷ng c«ng thøc nh− thÕ, chóng ta thõa nhËn r»ng mçi khèi ®a diÖn 

cã thÓ tÝch lµ mét sè d−¬ng, tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt sau ®©y : 

1) Hai khèi ®a diÖn b»ng nhau th× cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

2) NÕu mét khèi ®a diÖn ®−îc ph©n chia thµnh nhiÒu khèi ®a diÖn 

nhá th× thÓ tÝch cña nã b»ng tæng thÓ tÝch cña c¸c khèi ®a diÖn nhá ®ã. 

3) Khèi lËp ph−¬ng cã c¹nh b»ng 1 th× cã thÓ tÝch b»ng 1.  

  Chó ý 

1) Trong thùc tÕ, khi ph¶i ®o l−êng vµ tÝnh to¸n vÒ ®é dµi, diÖn tÝch 

vµ thÓ tÝch, ng−êi ta th−êng dïng nh÷ng ®¬n vÞ ®o kh¸c nhau. NÕu ta 

dïng ®¬n vÞ ®o ®é dµi lµ 1cm ch¼ng h¹n th× theo tÝnh chÊt 3, khèi lËp 

ph−¬ng cã c¹nh b»ng 1 (hiÓu lµ 1cm) sÏ cã thÓ tÝch b»ng 1, nh−ng 

hiÓu lµ 1cm
3
. T−¬ng tù, khèi lËp ph−¬ng cã c¹nh 1dm sÏ cã thÓ tÝch 

lµ 1dm
3
, khèi lËp ph−¬ng cã c¹nh 1km th× cã thÓ tÝch lµ 1km

3
,... 

2) §«i khi ®Ó ®¬n gi¶n, thÓ tÝch cña khèi ®a diÖn giíi h¹n bëi h×nh 

®a diÖn H  còng ®−îc gäi lµ thÓ tÝch cña h×nh ®a diÖn H.  

4 
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2. ThÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt  

Gi¶ sö ta cã mét khèi hép ch÷ nhËt 

víi ba kÝch th−íc a, b, c ®Òu lµ 

nh÷ng sè nguyªn d−¬ng. Khi ®ã, 

b»ng nh÷ng mÆt ph¼ng song song víi 

c¸c mÆt cña khèi hép, ta cã thÓ ph©n 

chia nã thµnh c¸c khèi lËp ph−¬ng cã 

c¹nh b»ng 1 (h.25). 

HiÓn nhiªn sè c¸c khèi lËp ph−¬ng 

®ã b»ng tÝch sè a.b.c. 

Theo tÝnh chÊt 2, thÓ tÝch V cña khèi hép ch÷ nhËt b»ng tæng c¸c thÓ tÝch 

cña c¸c khèi lËp ph−¬ng vµ theo tÝnh chÊt 3, mçi khèi lËp ph−¬ng ®ã cã thÓ 

tÝch b»ng 1. Tõ ®ã ta suy ra c«ng thøc 

V = abc. 

Trong tr−êng hîp c¸c kÝch th−íc a, b, c cña khèi hép ch÷ nhËt lµ nh÷ng sè 

d−¬ng tuú ý (kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lµ sè nguyªn), ng−êi ta chøng minh 

®−îc r»ng c«ng thøc nãi trªn vÉn ®óng. Nh− vËy mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã :  

§Þnh lÝ 1 

ThÓ tÝch cña mét khèi hép ch÷ nhËt b»ng tÝch sè cña ba kÝch th−íc.  

VÝ dô 1. TÝnh thÓ tÝch cña khèi lËp ph−¬ng cã c¸c ®Ønh lµ träng t©m c¸c 

mÆt cña mét khèi t¸m mÆt ®Òu c¹nh a. 

Gi¶i. Gi¶ sö cã khèi t¸m mÆt ®Òu víi c¸c ®Ønh 

lµ S, S', A, B, C, D (h.26). Gäi M vµ N lÇn l−ît 

lµ träng t©m cña tam gi¸c SAB vµ SBC th× ®o¹n 

th¼ng MN lµ mét c¹nh cña khèi lËp ph−¬ng. 

Gäi M', N' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ BC 

th× M vµ N lÇn l−ît n»m trªn SM' vµ SN' nªn 

         MN = 
2

3
M'N'   

2

3 2

AC
  

2

3

a
. 
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VËy thÓ tÝch cña khèi lËp ph−¬ng lµ 

 V = MN
3
 = 

32 2

27

a
.    ■ 

1 

Cho khèi l¨ng trô ®øng cã chiÒu cao b»ng h, ®¸y lµ tam gi¸c vu«ng víi hai c¹nh 

gãc vu«ng b»ng a vµ b. TÝnh thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô ®ã. 

3. ThÓ tÝch cña khèi chãp 

Dïng ph−¬ng ph¸p giíi h¹n, ng−êi ta cã thÓ chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 2 

ThÓ tÝch cña mét khèi chãp b»ng mét phÇn ba tÝch sè cña 

diÖn tÝch mÆt ®¸y vµ chiÒu cao cña khèi chãp ®ã.  

Nh− vËy, nÕu ta kÝ hiÖu diÖn tÝch mÆt ®¸y cña khèi chãp lµ S®¸y vµ chiÒu 

cao cña khèi chãp lµ h (h lµ kho¶ng c¸ch tõ ®Ønh cña khèi chãp tíi mÆt 

ph¼ng chøa ®¸y cña khèi chãp) th× thÓ tÝch V cña khèi chãp ®ã ®−îc tÝnh 

theo c«ng thøc  

®¸y
1

. .
3

V S h  

VÝ dô 2. TÝnh thÓ tÝch cña khèi tø diÖn ®Òu cã c¹nh b»ng a. 

Gi¶i 

Xem tø diÖn ®Òu ABCD (c¹nh b»ng a) nh− 

lµ h×nh chãp cã ®Ønh lµ A vµ ®¸y lµ tam 

gi¸c ®Òu BCD cã c¹nh b»ng a (h.27). DiÖn 

tÝch mÆt ®¸y lµ 

SBCD = 
3

4
a

2
. 

Gäi H lµ t©m cña tam gi¸c ®Òu BCD th× 

AH lµ ®−êng cao cña h×nh chãp A.BCD. 

Bëi vËy chiÒu cao cña h×nh chãp lµ  
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h = AH =
2

2 2 2 2

3 3

a
AB BH a a    . 

Tõ ®ã suy ra khèi tø diÖn ABCD cã thÓ tÝch lµ 

 V = 
3

21 1 3 2 2
. . .

3 3 4 123
 BCD

a
S h a a .    ■ 

VÝ dô 3. TÝnh thÓ tÝch cña khèi t¸m mÆt ®Òu cã c¹nh b»ng a. 

Gi¶i 

Trªn h×nh 28, ta cã khèi t¸m mÆt ®Òu 

H  víi c¸c ®Ønh lµ A, B, C, D, E, F. Ta 

cã thÓ ph©n chia khèi ®a diÖn H  

thµnh hai khèi chãp tø gi¸c ®Òu 

A.BCDE vµ F.BCDE. V× hai khèi 

chãp ®ã b»ng nhau nªn cã thÓ tÝch 

b»ng nhau, do ®ã thÓ tÝch V cña khèi 

H b»ng hai lÇn thÓ tÝch V1 cña khèi 

chãp A.BCDE. 

Chó ý r»ng BCDE lµ h×nh vu«ng c¹nh 

a víi t©m O vµ tam gi¸c ABD lµ tam 

gi¸c vu«ng c©n ®Ønh A, ta tÝnh ®−îc :  

V1 = 2 31 1 2 2
. .

3 3 2 6
BCDES AO a a a  . 

Tõ ®ã suy ra khèi t¸m mÆt ®Òu nãi trªn cã thÓ tÝch lµ 

V = 2V1 = 3 2

3
a . ■ 

4. ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô  

Bµi to¸n. TÝnh thÓ tÝch V cña khèi l¨ng trô 

ABC.A'B'C' biÕt diÖn tÝch ®¸y ABC b»ng S vµ 

chiÒu cao (kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng 

chøa hai ®¸y) b»ng h (h.29). 

2 (®Ó gi¶i bµi to¸n)  

a) Chia khèi l¨ng trô ABC.A'B'C' thµnh ba khèi tø 

diÖn bëi c¸c mÆt ph¼ng (A'BC') vµ (A'BC), h·y kÓ 

tªn ba khèi tø diÖn ®ã. 
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b) Chøng tá r»ng ba khèi tø diÖn ®ã cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

c) Tõ ®ã suy ra c«ng thøc V = S.h. H·y ph¸t biÓu thµnh lêi c«ng thøc ®ã. 

B©y giê, xÐt khèi l¨ng trô cã ®¸y lµ mét ®a 

gi¸c bÊt k×. V× bÊt k× ®a gi¸c nµo còng cã thÓ 

ph©n chia ®−îc thµnh c¸c tam gi¸c kh«ng cã 

®iÓm trong chung nªn cã thÓ ph©n chia khèi 

l¨ng trô ®ã thµnh c¸c khèi l¨ng trô tam gi¸c cã 

cïng chiÒu cao (h.30). Tæng c¸c thÓ tÝch cña 

chóng chÝnh lµ thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô ban 

®Çu. Tõ ®ã suy ra ®Þnh lÝ sau ®©y.  

§Þnh lÝ 3 

ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô b»ng tÝch sè cña diÖn tÝch mÆt ®¸y 

vµ chiÒu cao cña khèi l¨ng trô ®ã.  

VÝ dô 4. Cho khèi l¨ng trô ABC.A'B'C'. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm 

cña hai c¹nh AA' vµ BB'. MÆt ph¼ng (MNC') chia khèi l¨ng trô ®· cho 

thµnh hai phÇn. TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña hai phÇn ®ã. 

Gi¶i 
NÕu gäi V lµ thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô th× 

thÓ tÝch cña khèi tø diÖn C'ABC lµ 
3

V
, do 

®ã thÓ tÝch cña khèi chãp C'.ABB'A' lµ 
2

3

V
 

(h.31). V× hai khèi chãp C'.ABNM vµ 

C'.MNB'A' cã cïng chiÒu cao vµ cã mÆt 

®¸y b»ng nhau nªn thÓ tÝch cña khèi chãp 

C'.MNB'A'  lµ 

V1 = 
1 2

.
2 3 3

V V
 , 

vµ thÓ tÝch khèi ®a diÖn ABCMNC' lµ 

V2 = V
2

3 3

V V
 . 

Ta cã tØ sè thÓ tÝch hai phÇn ®−îc ph©n chia lµ k = 1

2

1

2

V

V
 . ■ 
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C©u hái vµ bµi tËp 

15. Cho tam gi¸c ABC cè ®Þnh vµ mét ®iÓm S thay ®æi. ThÓ tÝch cña khèi chãp 

S.ABC cã thay ®æi hay kh«ng nÕu :  

a) §Ønh S di chuyÓn trªn mét mÆt ph¼ng song song víi mÆt ph¼ng (ABC) ; 

b) §Ønh S di chuyÓn trªn mét mÆt ph¼ng song song víi chØ mét c¹nh ®¸y ;  

c) §Ønh S di chuyÓn trªn mét ®−êng th¼ng song song víi mét c¹nh ®¸y ?  

16. H·y chia mét khèi tø diÖn thµnh hai khèi tø diÖn sao cho tØ sè thÓ tÝch cña 

hai khèi tø diÖn nµy b»ng mét sè k > 0 cho tr−íc. 

17. TÝnh thÓ tÝch cña khèi hép ABCD.A'B'C'D', biÕt r»ng AA'B'D' lµ khèi tø 

diÖn ®Òu c¹nh a. 

18. TÝnh thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô n-gi¸c ®Òu cã tÊt c¶ c¸c c¹nh ®Òu b»ng a. 

19. Cho khèi l¨ng trô ®øng ABC.A'B'C' cã ®¸y lµ tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, 

AC = b,  o60 .ACB   §−êng th¼ng BC' t¹o víi mp(AA'C'C) mét gãc 30
o
. 

a) TÝnh ®é dµi ®o¹n th¼ng AC'. 

b) TÝnh thÓ tÝch khèi l¨ng trô ®· cho.  

20. Cho khèi l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C' cã ®¸y lµ tam gi¸c ®Òu c¹nh a, 

®iÓm A' c¸ch ®Òu ba ®iÓm A, B, C, c¹nh bªn AA' t¹o víi mÆt ph¼ng ®¸y mét 

gãc 60
o
. 

a) TÝnh thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô ®ã. 

b) Chøng minh r»ng mÆt bªn BCC'B' lµ mét h×nh ch÷ nhËt. 

c) TÝnh tæng diÖn tÝch c¸c mÆt bªn cña h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' (tæng ®ã 

gäi lµ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh (hoÆc khèi) l¨ng trô ®· cho). 

21. Cho ®iÓm M n»m trong h×nh tø diÖn ®Òu ABCD. Chøng minh r»ng tæng c¸c 

kho¶ng c¸ch tõ M tíi bèn mÆt cña h×nh tø diÖn lµ mét sè kh«ng phô thuéc 

vµo vÞ trÝ cña ®iÓm M. Tæng ®ã b»ng bao nhiªu nÕu c¹nh cña tø diÖn ®Òu 

b»ng a ? 

22. Cho khèi l¨ng trô tam gi¸c ®Òu ABC.A'B'C'. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AA'. 

MÆt ph¼ng ®i qua M, B', C chia khèi l¨ng trô thµnh hai phÇn. TÝnh tØ sè thÓ 

tÝch cña hai phÇn ®ã. 
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23. Cho khèi chãp tam gi¸c S.ABC. Trªn ba ®−êng th¼ng SA, SB, SC lÇn l−ît 

lÊy ba ®iÓm A', B', C' kh¸c víi S. Gäi V vµ V' lÇn l−ît lµ thÓ tÝch cña c¸c 

khèi chãp S.ABC vµ S.A'B'C'. Chøng minh r»ng : 

. .
V SA SB SC

V' SA' SB' SC'
 . 

24. Khèi chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh, M lµ trung ®iÓm cña c¹nh 

SC. MÆt ph¼ng (P) ®i qua AM, song song víi BD chia khèi chãp thµnh hai 

phÇn. TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña hai phÇn ®ã. 

25. Chøng minh r»ng nÕu cã phÐp vÞ tù tØ sè k biÕn tø diÖn ABCD thµnh tø diÖn 

A'B'C'D' th×  3
.A'B'C'D'

ABCD

V
k

V
 

¤n tËp ch−¬ n g  I  

I - KiÕn thøc cÇn nhí 

1. H×nh ®a diÖn gåm mét sè h÷u h¹n ®a gi¸c ph¼ng tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn :  

a) Hai ®a gi¸c bÊt k× hoÆc kh«ng cã ®iÓm chung, hoÆc cã mét ®Ønh chung, 

hoÆc cã mét c¹nh chung. 

b) Mçi c¹nh cña mét ®a gi¸c lµ c¹nh chung cña ®óng hai ®a gi¸c. 

H×nh ®a diÖn chia kh«ng gian lµm hai phÇn (phÇn bªn trong vµ phÇn bªn 

ngoµi). H×nh ®a diÖn cïng víi phÇn bªn trong cña nã gäi lµ khèi ®a diÖn. 

2. Mçi khèi ®a diÖn cã thÓ ph©n chia ®−îc thµnh nh÷ng khèi tø diÖn. 

3. • PhÐp dêi h×nh trong kh«ng gian lµ phÐp biÕn h×nh b¶o toµn kho¶ng c¸ch gi÷a 

hai ®iÓm bÊt k×. 

• PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng (P) lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi ®iÓm thuéc (P) 

thµnh chÝnh nã vµ biÕn mçi ®iÓm M kh«ng thuéc (P) thµnh ®iÓm M' sao cho 

(P) lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng MM'. PhÐp ®èi xøng qua mÆt 

ph¼ng lµ mét phÐp dêi h×nh. 

• MÆt ph¼ng (P) gäi lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña mét khèi ®a diÖn nÕu phÐp ®èi 

xøng qua (P) biÕn khèi ®a diÖn thµnh chÝnh nã. 
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• PhÐp tÞnh tiÕn, phÐp ®èi xøng trôc, phÐp ®èi xøng t©m lµ nh÷ng phÐp dêi h×nh. 

• Hai h×nh ®a diÖn gäi lµ b»ng nhau nÕu cã mét phÐp dêi h×nh biÕn h×nh nµy 
thµnh h×nh kia. 

• Hai h×nh tø diÖn b»ng nhau nÕu chóng cã c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau. 

4. • PhÐp vÞ tù t©m O tØ sè 0k   lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm 

M' sao cho .OM' k OM
 

. 

• H×nh H  ®−îc gäi lµ ®ång d¹ng víi h×nh H ' nÕu cã mét phÐp vÞ tù biÕn h×nh 

H  thµnh h×nh H1 mµ h×nh H1 b»ng h×nh H '. 
5. Cã n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu : khèi tø diÖn ®Òu, khèi lËp ph−¬ng, khèi t¸m 

mÆt ®Òu, khèi m−êi hai mÆt ®Òu, khèi hai m−¬i mÆt ®Òu. 

6. ThÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt b»ng tÝch sè ba kÝch th−íc. 

7. ThÓ tÝch cña khèi chãp b»ng mét phÇn ba tÝch sè cña diÖn tÝch mÆt ®¸y vµ 
chiÒu cao khèi chãp. 

8. ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô b»ng tÝch sè cña diÖn tÝch mÆt ®¸y vµ chiÒu cao 
cña khèi l¨ng trô. 

9. Cho khèi chãp S.ABC. Trªn ba ®−êng th¼ng SA, SB, SC lÇn l−ît lÊy ba 
®iÓm A', B', C' kh¸c S. Khi ®ã 

S.ABC

S.A' B' C'

V SA SB SC
. . .

V SA' SB' SC'
 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Khèi l¨ng trô n-gi¸c cã bao nhiªu ®Ønh, bao nhiªu c¹nh vµ bao nhiªu mÆt ? 

Khèi chãp n-gi¸c cã bao nhiªu ®Ønh, bao nhiªu c¹nh vµ bao nhiªu mÆt ? 

2. Nh÷ng khèi ®a diÖn ®Òu nµo cã mÆt lµ tam gi¸c ®Òu ? Mçi ®Ønh cña nã lµ 
®Ønh chung cña bao nhiªu mÆt ? 

3. NÕu biÕt thÓ tÝch cña mét khèi chãp vµ diÖn tÝch mÆt ®¸y cña nã th× cã thÓ 
biÕt ®−îc chiÒu cao cña khèi chãp ®ã hay kh«ng ? 

4. NÕu mçi kÝch th−íc cña mét khèi hép ch÷ nhËt ®−îc t¨ng lªn k lÇn th× thÓ 
tÝch cña khèi ®ã t¨ng lªn bao nhiªu lÇn ?  

5. H×nh tø diÖn ®Òu, h×nh lËp ph−¬ng, h×nh b¸t diÖn ®Òu cã nh÷ng mÆt ph¼ng 
®èi xøng nµo ? 

6. NÕu tØ sè c¸c c¹nh t−¬ng øng cña hai tø diÖn ®ång d¹ng b»ng k th× tØ sè thÓ 
tÝch cña hai khèi tø diÖn Êy b»ng bao nhiªu ? 

III - Bμi tËp 

1. Cho tø diÖn ABCD cã thÓ tÝch b»ng V. Gäi B' vµ D' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm 
cña AB vµ AD. MÆt ph¼ng (CB'D') chia khèi tø diÖn thµnh hai phÇn. TÝnh 
thÓ tÝch mçi phÇn ®ã. 
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2. Cho khèi hép ABCD.A'B'C'D'. Chøng minh r»ng s¸u trung ®iÓm cña s¸u 

c¹nh AB, BC, CC', C'D', D'A' vµ A'A n»m trªn mét mÆt ph¼ng vµ mÆt 

ph¼ng ®ã chia khèi hép thµnh hai phÇn cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

3. Cho khèi tø diÖn ABCD, E vµ F lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña hai c¹nh AB vµ 

CD. Hai mÆt ph¼ng (ABF) vµ (CDE) chia khèi tø diÖn ABCD thµnh bèn 

khèi tø diÖn. 

a) KÓ tªn bèn khèi tø diÖn ®ã. 

b) Chøng tá r»ng bèn khèi tø diÖn ®ã cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

c) Chøng tá r»ng nÕu ABCD lµ khèi tø diÖn ®Òu th× bèn khèi tø diÖn nãi 

trªn b»ng nhau. 

4. Cho khèi l¨ng trô ®øng ABC.A'B'C' cã diÖn tÝch ®¸y b»ng S vµ AA' = h. 

Mét mÆt ph¼ng (P) c¾t c¸c c¹nh AA', BB', CC' lÇn l−ît t¹i A1, B1 vµ C1. BiÕt 

AA1 = a, BB1 = b, CC1 = c.  

a) TÝnh thÓ tÝch hai phÇn cña khèi l¨ng trô ®−îc ph©n chia bëi mÆt ph¼ng (P). 

b) Víi ®iÒu kiÖn nµo cña a, b, c th× thÓ tÝch hai phÇn ®ã b»ng nhau ? 

5. Cho khèi l¨ng trô ®Òu ABC.A'B'C' vµ M lµ trung ®iÓm cña c¹nh AB. MÆt 

ph¼ng (B'C'M) chia khèi l¨ng trô thµnh hai phÇn. TÝnh tØ sè thÓ tÝch hai 

phÇn ®ã. 

6. Cho khèi chãp S.ABC cã ®−êng cao SA b»ng a, ®¸y lµ tam gi¸c vu«ng c©n cã 

AB = BC = a. Gäi B' lµ trung ®iÓm cña SB, C' lµ ch©n ®−êng cao h¹ tõ A 

cña tam gi¸c SAC. 

a) TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.ABC. 

b) Chøng minh r»ng SC vu«ng gãc víi mp(AB'C'). 

c) TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.AB'C'. 

IV - C©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Mçi ®Ønh cña h×nh ®a diÖn lµ ®Ønh chung cña Ýt nhÊt  

 (A) N¨m c¹nh ;        (B) Bèn c¹nh ; 

 (C) Ba c¹nh ;        (D) Hai c¹nh. 

2.  Cho khèi chãp cã ®¸y lµ n-gi¸c. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò 
nµo ®óng ? 

 (A) Sè c¹nh cña khèi chãp b»ng n + 1 ; 

 (B) Sè mÆt cña khèi chãp b»ng 2n ; 
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 (C) Sè ®Ønh cña khèi chãp b»ng 2n + 1 ; 

 (D) Sè mÆt cña khèi chãp b»ng sè ®Ønh cña nã. 

3.  PhÐp ®èi xøng qua mp(P) biÕn ®−êng th¼ng d thµnh chÝnh nã khi vµ chØ khi  

 (A) d song song víi (P) ;    (B) d n»m trªn (P) ; 

 (C) ( )d P  ;        (D) d n»m trªn (P) hoÆc ( ).d P  

4.  Cho hai ®−êng th¼ng d vµ d' c¾t nhau. Cã bao nhiªu phÐp ®èi xøng qua mÆt 
ph¼ng biÕn d thµnh d' ? 

 (A) Cã mét ;         (B) Cã hai ; 

 (C) Kh«ng cã ;        (D) Cã v« sè. 

5.  Cho hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt d vµ d' ®ång ph¼ng. Cã bao nhiªu phÐp ®èi 
xøng qua mÆt ph¼ng biÕn d thµnh d' ? 

 (A) Kh«ng cã ;        (B) Cã mét ; 

 (C) Cã hai ;         (D) Cã mét hoÆc hai. 

6.  H×nh chãp tø gi¸c ®Òu cã bao nhiªu mÆt ph¼ng ®èi xøng ? 

 (A) Mét ;          (B) Hai ; 

 (C) Ba ;          (D) Bèn. 

7.  Mét h×nh hép ®øng cã ®¸y lµ h×nh thoi (kh«ng ph¶i h×nh vu«ng) cã bao 
nhiªu mÆt ph¼ng ®èi xøng ? 

 (A) Mét ;          (B) Hai ; 

 (C) Ba ;          (D) Bèn. 

8.  Cho phÐp vÞ tù t©m O biÕn ®iÓm A thµnh ®iÓm B, biÕt r»ng OA = 2OB. Khi 
®ã, tØ sè vÞ tù lµ bao nhiªu ? 

 (A) 2 ;           (B)2 ; 

 (C) 
1

2
  ;          (D) 

1

2
  

9.  Cho hai ®−êng th¼ng song song d, d' vµ mét ®iÓm O kh«ng n»m trªn 
chóng. Cã bao nhiªu phÐp vÞ tù t©m O biÕn d thµnh d' ? 

 (A) Cã mét ;         (B) Kh«ng cã ; 

 (C) Cã hai ;         (D) Cã mét hoÆc kh«ng cã. 

10. Khèi t¸m mÆt ®Òu thuéc lo¹i  

 (A) {3 ; 3} ;         (B) {4 ; 3} ; 

 (C) {5 ; 3} ;         (D) {3 ; 4}. 
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11. Khèi hai m−¬i mÆt ®Òu thuéc lo¹i  

 (A) {3 ; 4} ;         (B) {3 ; 5} ; 

 (C) {4 ; 3} ;         (D) {4 ; 5}. 

12. NÕu ba kÝch th−íc cña mét khèi hép ch÷ nhËt t¨ng lªn k lÇn th× thÓ tÝch cña 
nã t¨ng lªn  

 (A) k lÇn ;          (B) 2k  lÇn ; 

 (C) 3k  lÇn ;         (D) 3 3k  lÇn. 

13. Tæng diÖn tÝch c¸c mÆt cña mét h×nh lËp ph−¬ng b»ng 96. ThÓ tÝch cña khèi 
lËp ph−¬ng ®ã lµ  

 (A) 64 ;          (B) 91 ; 

 (C) 84 ;          (D) 48. 

14. Ba kÝch th−íc cña mét h×nh hép ch÷ nhËt lµm thµnh mét cÊp sè nh©n cã 
c«ng béi lµ 2. ThÓ tÝch h×nh hép ®· cho lµ 1728. Khi ®ã, c¸c kÝch th−íc cña 
h×nh hép lµ  

 (A) 8, 16, 32 ;        (B) 2, 4, 8 ; 

 (C) 2 3 , 4 3 , 38 ;      (D) 6, 12, 24. 

15. C¸c ®−êng chÐo cña c¸c mÆt cña mét h×nh hép ch÷ nhËt b»ng 5, 10, 13.  

ThÓ tÝch cña h×nh hép ®ã lµ  

 (A) 4 ;           (B) 5 ; 

 (C) 6 ;           (D) 8. 

16. Mét khèi l¨ng trô ®øng tam gi¸c cã c¸c c¹nh ®¸y b»ng 37, 13, 30 vµ diÖn 
tÝch xung quanh b»ng 480. Khi ®ã thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô lµ  

 (A) 2010 ;          (B) 1010 ; 

 (C) 1080 ;          (D) 2040. 

17. Mét khèi l¨ng trô tam gi¸c cã c¸c c¹nh ®¸y b»ng 13, 14, 15, c¹nh bªn t¹o 

víi mÆt ph¼ng ®¸y mét gãc o30  vµ cã chiÒu dµi b»ng 8. Khi ®ã thÓ tÝch cña 
khèi l¨ng trô lµ  

 (A) 340 ;          (B) 336 ; 

 (C) 274 3  ;         (D) 124 3.  

18. §¸y cña mét h×nh hép ®øng lµ h×nh thoi c¹nh a, gãc nhän 60
o
. §−êng chÐo 

lín cña ®¸y b»ng ®−êng chÐo nhá cña h×nh hép. Khi ®ã thÓ tÝch cña h×nh 
hép lµ  
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 (A) 3a  ;          (B) 3 3a  ; 

 (C) 
3 3

2

a
 ;         (D) 

3 6
.

2

a
 

19. Khi ®é dµi c¹nh cña h×nh lËp ph−¬ng t¨ng thªm 2cm th× thÓ tÝch cña nã 

t¨ng thªm 98 3cm . C¹nh cña h×nh lËp ph−¬ng ®· cho lµ  

 (A) 4cm ;          (B) 5cm ; 

 (C) 6cm ;          (D) 3cm. 

20. Cho mét h×nh hép víi s¸u mÆt ®Òu lµ h×nh thoi c¹nh a, gãc nhän b»ng o60 . 
Khi ®ã thÓ tÝch cña h×nh hép lµ  

 (A) 
3 3

3

a
 ;         (B) 

3 2

2

a
 ; 

 (C) 
3 2

3

a
 ;         (D) 

3 3

2

a
. 

21. Cho mét h×nh lËp ph−¬ng cã c¹nh b»ng a. Khi ®ã, thÓ tÝch cña khèi t¸m 
mÆt ®Òu mµ c¸c ®Ønh lµ t©m cña c¸c mÆt cña h×nh lËp ph−¬ng ®· cho b»ng 

 (A) 
3 3

2

a
 ;         (B) 

3 2

9

a
 ; 

 (C) 
3

3

a
 ;          (D) 

3

6

a
  

22. Cho mét khèi tø diÖn ®Òu cã c¹nh b»ng a. Khi ®ã, thÓ tÝch cña khèi t¸m 
mÆt ®Òu mµ c¸c ®Ønh lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh cña khèi tø diÖn ®· cho lµ  

 (A) 
3 2

24

a
 ;         (B) 

3 3

12

a
 ; 

 (C) 
3 2

6

a
 ;         (D) 

3 3

24

a
  

23. Cho khèi m−êi hai mÆt ®Òu H cã thÓ tÝch V vµ diÖn tÝch mçi mÆt cña nã 

b»ng S. Khi ®ã, tæng c¸c kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm n»m trong H  ®Õn c¸c 

mÆt cña nã b»ng  

 (A) 
3

4

V

S
 ;          (B) 

4

V

S
 ; 

 (C) 
3V

S
 ;          (D) 

12

V

S
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24. Mét khèi l¨ng trô tam gi¸c cã c¸c c¹nh ®¸y b»ng 19, 20, 37, chiÒu cao cña 

khèi l¨ng trô b»ng trung b×nh céng cña c¸c c¹nh ®¸y. Khi ®ã thÓ tÝch cña 

khèi l¨ng trô lµ  

 (A) 2888 ;  (B) 1245 2  ; 

 (C) 1123 ; (D) 4273. 

25. §¸y cña mét h×nh hép lµ mét h×nh thoi cã c¹nh b»ng 6cm vµ gãc nhän 

b»ng o45 ,  c¹nh bªn cña h×nh hép dµi 10cm vµ t¹o víi mÆt ph¼ng ®¸y mét 

gãc o45 . Khi ®ã thÓ tÝch cña h×nh hép lµ  

 (A) 124 33 cm  ;       (B) 180 3cm  ; 

 (C) 120 32 cm  ;       (D) 180 32 cm . 

26. Víi mét tÊm b×a h×nh vu«ng, ng−êi ta c¾t bá ë mçi gãc tÊm b×a mét h×nh 

vu«ng c¹nh 12cm råi gÊp l¹i thµnh mét h×nh hép ch÷ nhËt kh«ng cã n¾p. 

NÕu dung tÝch cña c¸i hép ®ã lµ 4800 3cm  th× c¹nh tÊm b×a cã ®é dµi lµ  

 (A) 42cm ;         (B) 36cm ; 

 (C) 44cm ;         (D) 38cm. 

27. Cho mét h×nh chãp tam gi¸c ®Òu cã c¹nh ®¸y b»ng a vµ c¹nh bªn t¹o víi 

mÆt ph¼ng ®¸y mét gãc . ThÓ tÝch cña h×nh chãp ®ã lµ  

 (A) 
3 cot

12

a 
 ;        (B) 

3 tan

12

a 
 ; 

 (C) 
2 tan

12

a 
 ;        (D) 

3 tan

4

a 
. 

28. Mét h×nh chãp tam gi¸c ®Òu cã c¹nh bªn b»ng b vµ c¹nh bªn t¹o víi mÆt 

ph¼ng ®¸y mét gãc . ThÓ tÝch cña h×nh chãp lµ  

 (A) 3 23
cos sin

4
b    ;     (B) 3 23

cos sin
4

b    ; 

 (C) 3 23
cos sin

4
b    ;     (D) 33

cos sin .
4

b    
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29. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu H  cã diÖn tÝch ®¸y b»ng 4 vµ diÖn tÝch cña mét 

mÆt bªn b»ng 2 . ThÓ tÝch cña H  lµ  

 (A) 
4 3

3
 ;         (B) 4 ; 

 (C) 
4

3
 ;          (D) 

4 2

3
. 

30. Mét khèi chãp tam gi¸c cã c¸c c¹nh ®¸y b»ng 6, 8, 10. Mét c¹nh bªn cã ®é 

dµi b»ng 4 vµ t¹o víi ®¸y gãc o60 . ThÓ tÝch cña khèi chãp ®ã lµ  

 (A) 16 3  ;         (B) 8 3  ; 

 (C) 
2

16
3

 ;         (D) 16 . 

31. NÕu mét h×nh chãp ®Òu cã chiÒu cao vµ c¹nh ®¸y cïng t¨ng lªn n lÇn th× thÓ 
tÝch cña nã t¨ng lªn  

 (A) 2n  lÇn ;         (B) 2 2n  lÇn ; 

 (C) 3n  lÇn ;         (D) 2 3n  lÇn. 

32. Khi chiÒu cao cña mét h×nh chãp ®Òu t¨ng lªn n lÇn nh−ng mçi c¹nh ®¸y 
gi¶m ®i n lÇn th× thÓ tÝch cña nã  

 (A) Kh«ng thay ®æi ;      (B) T¨ng lªn n lÇn ; 

 (C) T¨ng lªn (n1) lÇn ;    (D) Gi¶m ®i n lÇn. 
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m Æ t  c Ç u ,  k h è i  c Ç u  

 

 

1. §Þnh nghÜa mÆt cÇu 

 

 

 

 

 

 

 

C¸c qu¶ bãng nh− bãng bµn, bãng ®¸, bãng chuyÒn cho ta h×nh ¶nh cña 

mét h×nh trong kh«ng gian mµ ta sÏ gäi lµ mÆt cÇu. §Þnh nghÜa cña mÆt 

cÇu còng ®¬n gi¶n nh− ®Þnh nghÜa quen thuéc cña ®−êng trßn trong h×nh 

häc ph¼ng. 

§Þnh nghÜa 

TËp hîp c¸c ®iÓm trong kh«ng gian c¸ch ®iÓm O cè ®Þnh 

mét kho¶ng R kh«ng ®æi gäi lµ mÆt cÇu cã t©m lµ O vµ b¸n 

kÝnh b»ng R. 

MÆt cÇu nh− thÕ th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ S(O ; R). Nh− vËy : 

S(O ; R) = M OM R . 

C¸c thuËt ng÷ 

Cho mÆt cÇu S(O ; R) vµ mét ®iÓm A nµo ®ã (h.32). 

a) NÕu OA = R th× theo ®Þnh nghÜa, ®iÓm A thuéc 

mÆt cÇu. Khi ®ã ®o¹n th¼ng OA còng ®−îc gäi lµ 

b¸n kÝnh cña mÆt cÇu. 

NÕu OA vµ OB lµ hai b¸n kÝnh sao cho A, O, B th¼ng 

hµng th× ®o¹n th¼ng AB ®−îc gäi lµ ®−êng kÝnh cña 

 

 

 

 

 

 

H×nh 32 

1 
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mÆt cÇu. Nh− vËy, mét mÆt cÇu ®−îc x¸c ®Þnh khi biÕt t©m vµ b¸n kÝnh R hoÆc 

khi biÕt mét ®−êng kÝnh AB cña nã. 

b) NÕu OA < R th× ta nãi r»ng ®iÓm A n»m trong mÆt cÇu. 

c) NÕu OA > R th× ta nãi r»ng ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu. 

Trªn h×nh 32, ta cã ®iÓm A n»m trªn mÆt cÇu, AB lµ ®−êng kÝnh, ®iÓm A1 

n»m trong mÆt cÇu vµ ®iÓm A2 n»m ngoµi mÆt cÇu. 

d) TËp hîp c¸c ®iÓm thuéc mÆt cÇu S(O ; R) cïng víi c¸c ®iÓm n»m trong mÆt 

cÇu ®ã ®−îc gäi lµ khèi cÇu S(O ; R) hoÆc h×nh cÇu S(O ; R). Nh− vËy, khèi 

cÇu S(O ; R) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho OM  R. 

Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1. Cho hai ®iÓm A, B cè ®Þnh. Chøng minh r»ng tËp hîp c¸c ®iÓm M 

sao cho . 0MA MB 
 

 lµ mÆt cÇu ®−êng kÝnh AB. 

Gi¶i. Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, ta cã 

    . .MA MB MI IA MI IB  
     

  

    =     2 2. .MI IA MI IA MI IA   
   

 

Suy ra    . 0MA MB 
 

 .MI IA IB    

VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M lµ mÆt cÇu t©m I b¸n kÝnh R = IA, tøc lµ mÆt cÇu 

®−êng kÝnh AB.    ■ 

VÝ dô 2. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¹nh b»ng a. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M 

sao cho 

MA
2
 + MB

2
 + MC

2 
+ MD

2
= 2a

2
. 

1 (®Ó gi¶i vÝ dô 2)  

Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD, ta cã 

       
      

       

   

       

2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2
.

MA MB MC MD MA MB MC MD

MG GA MG GB MG GC MG GD

 

a) H·y tÝnh to¸n tiÕp ®Ó ®i ®Õn kÕt qu¶ :  

2 2 2 2 2 23
4 .

2
MA MB MC MD MG a      

b) H·y kÕt hîp kÕt qu¶ trªn víi ®¼ng thøc ®· cho trong bµi to¸n ®Ó t×m gi¸ trÞ cña MG. 

c) Ph¸t biÓu kÕt qu¶ cña bµi to¸n.  
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2. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a mÆt cÇu vμ mÆt ph¼ng 

Cho mÆt cÇu S(O ; R) vµ mÆt ph¼ng (P). HiÓn nhiªn mÆt ph¼ng cã thÓ c¾t 

hoÆc kh«ng c¾t mÆt cÇu. NÕu mÆt cÇu ë c¸ch mÆt ph¼ng qu¸ xa th× râ rµng 

lµ chóng kh«ng c¾t nhau. §é xa, gÇn cña mÆt cÇu vµ mÆt ph¼ng phô thuéc 

vµo b¸n kÝnh R cña mÆt cÇu vµ kho¶ng c¸ch d tõ t©m O cña mÆt cÇu tíi 

mÆt ph¼ng (P). Gäi H lµ h×nh chiÕu cña O trªn mp(P) th× d = OH. 

2  

H·y chøng tá r»ng ®iÓm M lµ ®iÓm chung cña mÆt cÇu S(O ; R) vµ mp(P) khi vµ chØ 

khi M   (P) vµ HM
2
 = R

2  d
2
 (h.33a). 

3  

Tõ Ho¹t ®éng 2, cã thÓ kÕt luËn g× vÒ giao cña mÆt cÇu S(O ; R) vµ mp(P) trong 

c¸c tr−êng hîp : a) d < R ; b) d = R ; c) d > R ? 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 33 

Tãm l¹i, ta cã kÕt luËn : 

Cho mÆt cÇu S(O ; R) vµ mÆt ph¼ng (P), gäi d lµ kho¶ng c¸ch 

tõ O tíi (P) vµ H lµ h×nh chiÕu cña O trªn (P). Khi ®ã : 

 NÕu d < R th× mp(P) c¾t mÆt cÇu S(O ; R) theo giao tuyÕn lµ 

®−êng trßn n»m trªn mÆt ph¼ng (P) cã t©m lµ H vµ cã b¸n kÝnh 

r = 2 2R d (h.33a) ; 

 NÕu d = R th× mp(P) c¾t mÆt cÇu t¹i mét ®iÓm duy nhÊt H 

(h.33b) ; 

 NÕu d > R th× mp(P) kh«ng c¾t mÆt cÇu S(O ; R) (h.33c). 
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Khi d = 0 th× mp(P) ®i qua t©m O cña mÆt cÇu, mÆt ph¼ng ®ã ®−îc gäi lµ 

mÆt ph¼ng kÝnh ; giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng kÝnh víi mÆt cÇu lµ ®−êng trßn 

cã b¸n kÝnh R, ®−êng trßn ®ã gäi lµ ®−êng trßn lín cña mÆt cÇu. 

Trong tr−êng hîp d = R, mp(P) vµ mÆt cÇu S(O ; R) cã ®iÓm chung duy 

nhÊt lµ H. Khi ®ã ta nãi mÆt ph¼ng (P) tiÕp xóc víi mÆt cÇu t¹i ®iÓm H, 

hoÆc cßn nãi mp(P) lµ tiÕp diÖn cña mÆt cÇu t¹i ®iÓm H. §iÓm H gäi lµ 

®iÓm tiÕp xóc (hoÆc tiÕp ®iÓm) cña (P) vµ mÆt cÇu. 

?1  MÖnh ®Ò sau ®©y cã ®óng kh«ng : §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mp(P) tiÕp xóc 

víi mÆt cÇu S(O ; R) t¹i ®iÓm H lµ mp(P) vu«ng gãc víi b¸n kÝnh OH t¹i 

®iÓm H ? 

Bµi to¸n 1 

MÆt cÇu ®i qua mäi ®Ønh cña h×nh ®a diÖn H gäi lµ mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh 

®a diÖn H vµ h×nh ®a diÖn H  gäi lµ néi tiÕp mÆt cÇu ®ã. 

Chøng minh r»ng h×nh chãp néi tiÕp mét mÆt cÇu khi vµ chØ khi ®¸y cña nã 

lµ ®a gi¸c néi tiÕp mét ®−êng trßn. 

4 (®Ó gi¶i bµi to¸n 1)  

a) NÕu h×nh chãp S.A1A2... An néi tiÕp mét mÆt cÇu th× v× sao cã thÓ kÕt luËn r»ng 

®a gi¸c ®¸y A1A2...An néi tiÕp mét ®−êng trßn ? §ã lµ ®−êng trßn nµo ? 

b) Cho h×nh chãp cã ®a gi¸c ®¸y A1A2... An néi tiÕp ®−êng trßn t©m I. H·y x¸c ®Þnh 

®iÓm O c¸ch ®Òu tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña h×nh chãp. Tõ ®ã suy ra h×nh chãp néi tiÕp 

mét mÆt cÇu. 

?2  T¹i sao cã thÓ nãi : H×nh tø diÖn nµo còng cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ? 

?3  H×nh l¨ng trô tam gi¸c cã c¹nh bªn kh«ng vu«ng gãc víi ®¸y cã thÓ néi 

tiÕp mét mÆt cÇu kh«ng ? V× sao ?  

3. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a mÆt cÇu vμ ®−êng th¼ng 

Cho mÆt cÇu S(O ; R) vµ ®−êng th¼ng . Gäi H lµ h×nh chiÕu cña O trªn  vµ 

d = OH lµ kho¶ng c¸ch tõ O tíi . Hoµn toµn t−¬ng tù nh− trong tr−êng 

hîp mÆt cÇu vµ mÆt ph¼ng, ta cã c¸c kÕt luËn sau ®©y (h.34) : 
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H×nh 34 

 NÕu d < R th×  c¾t mÆt cÇu t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt (h.34a) ; 

 NÕu d = R th×  c¾t mÆt cÇu t¹i mét ®iÓm duy nhÊt (h.34b) ; 

 NÕu d > R th×  kh«ng c¾t mÆt cÇu (h.34c). 

Trong tr−êng hîp d = R, ®−êng th¼ng  vµ mÆt cÇu S(O ; R) cã ®iÓm chung 

duy nhÊt lµ H. Khi ®ã, ta nãi ®−êng th¼ng  tiÕp xóc víi mÆt cÇu t¹i ®iÓm H 

hoÆc cßn nãi  lµ tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu t¹i H. §iÓm H gäi lµ ®iÓm tiÕp 

xóc (hoÆc tiÕp ®iÓm) cña  vµ mÆt cÇu. 

?4  Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ®−êng th¼ng  tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; R) t¹i 

®iÓm H lµ  vu«ng gãc víi b¸n kÝnh OH t¹i ®iÓm H ; 

b) Cã v« sè ®−êng th¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; R) t¹i ®iÓm H, chóng 

n»m trªn mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu t¹i H. 

Bµi to¸n 2. H·y chøng minh r»ng cã mét mÆt cÇu tiÕp xóc víi c¸c c¹nh 

cña mét tø diÖn ®Òu ABCD cho tr−íc. 

5 (®Ó gi¶i bµi to¸n 2)  

Gäi O lµ träng t©m cña tø diÖn ®Òu ABCD. H·y chøng minh r»ng kho¶ng c¸ch tõ O 

tíi c¸c c¹nh cña tø diÖn ®ã ®Òu b»ng nhau. 

?5  §−êng th¼ng ®i qua ®iÓm A n»m trong mÆt cÇu cã tiÕp xóc víi mÆt cÇu 

hay kh«ng ? 

Trong tr−êng hîp ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu, ta cã ®Þnh lÝ sau :  
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§Þnh lÝ  

NÕu ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu S(O ; R) th× qua A cã v« sè 

tiÕp tuyÕn víi mÆt cÇu. Khi ®ã 

a) §é dµi c¸c ®o¹n th¼ng nèi A víi c¸c tiÕp ®iÓm ®Òu b»ng nhau. 

b) TËp hîp c¸c tiÕp ®iÓm lµ mét ®−êng trßn n»m trªn mÆt cÇu. 
 

6 (®Ó chøng minh ®Þnh lÝ)  

LÊy mét mÆt ph¼ng bÊt k× ®i qua AO, nã c¾t mÆt cÇu 

S(O ; R) theo mét ®−êng trßn (C ) (h.35). Gäi AH lµ mét 

tiÕp tuyÕn cña ®−êng trßn ®ã t¹i H. Chøng minh r»ng 

AH còng tiÕp xóc víi mÆt cÇu t¹i ®iÓm H.  

a) TÝnh ®é dµi ®o¹n AH theo R vµ  d = OA. 

b) KÎ HI vu«ng gãc víi OA t¹i I råi chøng minh r»ng 

I lµ ®iÓm cè ®Þnh kh«ng phô thuéc vµo tiÕp tuyÕn AH. 
Tõ ®ã suy ra kÕt luËn b) trong ®Þnh lÝ. 

4. DiÖn tÝch mÆt cÇu vμ thÓ tÝch khèi cÇu  

Ta ®· biÕt thÕ nµo lµ diÖn tÝch cña c¸c ®a gi¸c ph¼ng. Ta ®Þnh nghÜa diÖn 

tÝch cña h×nh ®a diÖn lµ tæng diÖn tÝch c¸c mÆt cña nã. 

Tuy mÆt cÇu kh«ng gièng nh− h×nh ®a diÖn v× nã kh«ng ph¶i lµ hîp cña 

c¸c ®a gi¸c, nh−ng hiÓn nhiªn lµ nã còng ph¶i cã mét "diÖn tÝch" nµo ®ã. 

NÕu ®Ó s¬n mét mÆt cÇu, ta ph¶i dïng 1kg s¬n vµ còng víi 1kg s¬n lo¹i 

®ã, ta cã thÓ s¬n ®−îc mét h×nh ch÷ nhËt (víi ®é máng cña líp s¬n nh− 

nhau) th× cã thÓ xem diÖn tÝch cña mÆt cÇu b»ng diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt.  

Sau ®©y ta nªu ra c¸ch ®Þnh nghÜa diÖn tÝch cña mÆt cÇu vµ nãi râ h¬n vÒ c«ng 

thøc tÝnh diÖn tÝch ®ã. Còng t−¬ng tù nh− vËy ®èi víi thÓ tÝch cña khèi cÇu.  

Kh¸i niÖm vÒ diÖn tÝch mÆt cÇu vµ thÓ tÝch khèi cÇu 

Cho mÆt cÇu ®−êng kÝnh AB (h.36).  

Mçi nöa mÆt ph¼ng cã bê lµ ®−êng th¼ng AB c¾t mÆt cÇu theo mét nöa 

®−êng trßn ®−êng kÝnh AB. Ta gäi c¸c nöa ®−êng trßn ®ã lµ c¸c kinh tuyÕn 

øng víi ®−êng kÝnh AB. 
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Mçi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi AB nÕu c¾t mÆt 

cÇu theo mét ®−êng trßn th× ®−êng trßn ®ã gäi lµ 

vÜ tuyÕn øng víi ®−êng kÝnh AB. 

NÕu xem bÒ mÆt Tr¸i §Êt lµ mét mÆt cÇu cã cùc 

b¾c lµ A, cùc nam lµ B th× c¸c kinh tuyÕn, vÜ 

tuyÕn nãi trªn chÝnh lµ c¸c kinh tuyÕn, vÜ tuyÕn 

cña Tr¸i §Êt. 

Chóng ta h·y lÊy mét sè kinh tuyÕn vµ vÜ 

tuyÕn øng víi ®−êng kÝnh AB cña mÆt cÇu. 

Chóng sÏ chia mÆt cÇu thµnh nhiÒu m¶nh, cã 

thÓ gäi mçi m¶nh ®ã lµ mét "tø gi¸c cÇu" (®Æc biÖt cã thÓ lµ "tam gi¸c 

cÇu"). Ta cã thÓ thÊy r»ng bèn ®Ønh cña mét "tø gi¸c cÇu" n»m trªn mét 

mÆt ph¼ng, vµ do ®ã còng lµ bèn ®Ønh cña mét tø gi¸c ph¼ng (®óng ra lµ 

h×nh thang c©n) mµ ta sÏ gäi lµ "xÊp xØ ph¼ng" cña tø gi¸c cÇu ®ang xÐt. 

T−¬ng tù, mçi "tam gi¸c cÇu" còng cã "xÊp xØ ph¼ng" lµ mét tam gi¸c c©n. 

TËp hîp c¸c "xÊp xØ ph¼ng" cña tø gi¸c cÇu vµ tam gi¸c cÇu lµm thµnh mét 

h×nh ®a diÖn D néi tiÕp mÆt cÇu. H×nh ®a diÖn D gäi lµ ®a diÖn xÊp xØ cña 

mÆt cÇu. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng : 

1) Khi ®é dµi c¸c c¹nh cña D tiÕn tíi 0 th× diÖn tÝch cña h×nh ®a diÖn D tiÕn 

tíi mét giíi h¹n x¸c ®Þnh. Giíi h¹n ®ã ®−îc gäi lµ diÖn tÝch cña mÆt cÇu. 

2) Khi ®é dµi c¸c c¹nh cña D tiÕn tíi 0 th× thÓ tÝch cña khèi ®a diÖn D tiÕn 

tíi mét giíi h¹n x¸c ®Þnh. Giíi h¹n ®ã ®−îc gäi lµ thÓ tÝch cña khèi cÇu.  

C¸c c«ng thøc 

Dùa vµo ®Þnh nghÜa trªn vµ dïng ph−¬ng ph¸p giíi h¹n, ng−êi ta chøng 

minh ®−îc c¸c c«ng thøc vÒ diÖn tÝch cña mÆt cÇu vµ thÓ tÝch cña khèi cÇu 

nh− sau :  

MÆt cÇu b¸n kÝnh R cã diÖn tÝch lµ : S = 4R
2
. 

Khèi cÇu b¸n kÝnh R cã thÓ tÝch lµ : V = 
4

3
R

3
. 
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C©u hái vµ bµi tËp 

1. Trong kh«ng gian cho ba ®o¹n th¼ng AB, BC, CD sao cho AB  BC, BC  CD, 

CD  AB. Chøng minh r»ng cã mÆt cÇu ®i qua bèn ®iÓm A, B, C, D. TÝnh 

b¸n kÝnh mÆt cÇu ®ã nÕu AB = a, BC = b, CD = c. 

2. a) T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt A, B cho tr−íc. 

b) T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu ®i qua ba ®iÓm ph©n biÖt A, B, C cho tr−íc. 

c) T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu ®i qua mét ®−êng trßn cho tr−íc. 

d) Cã hay kh«ng mét mÆt cÇu ®i qua mét ®−êng trßn vµ mét ®iÓm n»m 

ngoµi mÆt ph¼ng chøa ®−êng trßn ?  

3. Cho ®iÓm M n»m trong mÆt cÇu (S). Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò 

nµo ®óng ? 

a) Mäi mÆt ph¼ng ®i qua M ®Òu c¾t (S)  theo mét ®−êng trßn ; 

b) Mäi ®−êng th¼ng ®i qua M ®Òu c¾t (S)  t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt. 

4. Cho ®−êng th¼ng d vµ ®iÓm A kh«ng n»m trªn d. XÐt c¸c mÆt cÇu ®i qua A 

vµ cã t©m n»m trªn d. Chøng minh r»ng c¸c mÆt cÇu ®ã lu«n ®i qua mét 

®−êng trßn cè ®Þnh. 

5. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) NÕu h×nh ®a diÖn néi tiÕp mÆt cÇu th× mäi mÆt cña nã lµ ®a gi¸c néi tiÕp 

®−êng trßn ; 

b) NÕu tÊt c¶ c¸c mÆt cña mét h×nh ®a diÖn néi tiÕp ®−êng trßn th× ®a diÖn ®ã 

néi tiÕp mÆt cÇu.  

6. a) T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu tiÕp xóc víi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cho tr−íc. 

b) Chøng minh r»ng nÕu cã mÆt cÇu tiÕp xóc víi s¸u c¹nh cña h×nh tø diÖn 

ABCD th× 

AB + CD = AC + BD = AD + BC. 

7. a) TÝnh thÓ tÝch khèi cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp tam gi¸c ®Òu cã c¹nh ®¸y 

b»ng a vµ chiÒu cao b»ng h. 

b) Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD cã tÊt c¶ c¸c c¹nh cïng b»ng a. Gäi 

A', B', C', D' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh SA, SB, SC, SD. Chøng 

minh r»ng c¸c ®iÓm A, B, C, D, A', B', C', D' cïng thuéc mét mÆt cÇu vµ 

tÝnh thÓ tÝch khèi cÇu ®ã.  

8. Cho tø diÖn ABCD víi AB = CD = c, AC = BD = b, AD = BC = a. 

a) TÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn. 

b) Chøng minh r»ng cã mét mÆt cÇu tiÕp xóc víi bèn mÆt cña h×nh tø diÖn 

(nã ®−îc gäi lµ mÆt cÇu néi tiÕp tø diÖn).  
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9. TÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp S.ABC biÕt r»ng SA = a, 

SB = b, SC = c vµ ba c¹nh SA, SB, SC ®«i mét vu«ng gãc. Chøng minh r»ng 

®iÓm S, träng t©m tam gi¸c ABC vµ t©m mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp S.ABC 

th¼ng hµng. 

10. a) Chøng minh r»ng mét h×nh l¨ng trô cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp khi vµ chØ khi 

nã lµ h×nh l¨ng trô ®øng víi ®¸y lµ ®a gi¸c néi tiÕp ®−êng trßn. 

b) Trong sè c¸c h×nh hép néi tiÕp mÆt cÇu cho tr−íc, h×nh hép nµo cã diÖn 

tÝch toµn phÇn lín nhÊt ? 

 

 

 

 

 

 

k h ¸ i  n i Ö m  v Ò  m Æ t  t r ß n  x o a y  

 

 

 

MÆt cÇu lµ mét tr−êng hîp ®¬n gi¶n cña c¸c mÆt trßn xoay mµ ta sÏ nãi ®Õn 

trong môc nµy.  

Tr−íc hÕt, ta ®Þnh nghÜa trôc cña ®−êng 

trßn : Trôc cña ®−êng trßn (O ; R) lµ ®−êng 

th¼ng ®i qua O vµ vu«ng gãc víi mÆt 

ph¼ng chøa ®−êng trßn ®ã. 

DÔ thÊy r»ng khi ®iÓm M kh«ng n»m trªn 

®−êng th¼ng  th× cã mét ®−êng trßn duy 

nhÊt ®i qua M vµ cã trôc lµ , ta kÝ hiÖu 

®−êng trßn ®ã lµ (CM) (h.37). 

?   §−êng trßn (CM) ®−îc x¸c ®Þnh nh− thÕ nµo ? 

Trong tr−êng hîp ®iÓm M n»m trªn , ta quy −íc "®−êng trßn" (CM) chØ 

gåm duy nhÊt ®iÓm M. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 37 

2 



 47 

1. §Þnh nghÜa 

Trong kh«ng gian, cho h×nh H vµ ®−êng th¼ng . H×nh gåm tÊt c¶ 

c¸c ®−êng trßn (CM) víi M thuéc H ®−îc gäi lµ h×nh trßn xoay 

sinh bëi H khi quay quanh . §−êng th¼ng  gäi lµ trôc cña h×nh 

trßn xoay ®ã.  

Khi h×nh H lµ mét ®−êng th× h×nh trßn xoay sinh bëi nã cßn gäi 

lµ mÆt trßn xoay. 

Lä hoa ë h×nh 38 cho ta h×nh ¶nh cña mét mÆt 

trßn xoay. MÆt trßn xoay ®ã sinh bëi ®−êng (L) 

khi quay quanh ®−êng th¼ng .  

Nãi chung, c¸c ®å gèm nÕu ®−îc chÕ t¹o b»ng c¸ch 

dïng bµn xoay ®Òu cã d¹ng lµ c¸c mÆt trßn xoay. 

2. Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1. NÕu h×nh H lµ ®−êng trßn cã ®−êng 

kÝnh AB n»m trªn ®−êng th¼ng  th× râ rµng h×nh 

trßn xoay sinh bëi H khi quay quanh  lµ mÆt 

cÇu ®−êng kÝnh AB (h.39). 

NÕu H lµ h×nh trßn cã ®−êng kÝnh AB n»m trªn ®−êng th¼ng  th× h×nh 

trßn xoay sinh bëi H  khi quay quanh  lµ khèi cÇu ®−êng kÝnh AB (h.39). 
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Ta xÐt tr−êng hîp H lµ ®−êng trßn n»m trong cïng mét mÆt ph¼ng víi 

®−êng th¼ng  nh−ng kh«ng c¾t . H×nh trßn xoay sinh bëi ®−êng trßn ®ã 

khi quay quanh  ®−îc gäi lµ mÆt xuyÕn (h.40). 

VÝ dô 2. Cho hai ®−êng th¼ng   vµ l  chÐo nhau. XÐt h×nh trßn xoay sinh 

bëi ®−êng th¼ng l  khi quay quanh ®−êng th¼ng  . 

Gäi PQ lµ ®−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng   vµ l  
 ,  P l Q  (h.41). Khi ®ã, c¸c ®−êng trßn (CM) cã b¸n kÝnh cµng lín 

khi M thuéc l cµng c¸ch xa ®iÓm P vµ (CP) lµ ®−êng trßn cã b¸n kÝnh bÐ 

nhÊt (b»ng PQ). 

Trong tr−êng hîp nµy, h×nh trßn xoay nhËn ®−îc 

gäi lµ mÆt hypeboloit trßn xoay mét tÇng. (Së dÜ 

cã tªn gäi nµy lµ v× mÆt trßn xoay ®ã cã thÓ sinh 

bëi mét hypebol khi quay quanh trôc ¶o cña nã). 

Trong c¸c §3 vµ §4, chóng ta sÏ xÐt h×nh trßn xoay 

sinh bëi ®−êng th¼ng l khi quay quanh ®−êng 

th¼ng   trong tr−êng hîp hai ®−êng th¼ng ®ã 

cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. 

 

 

mÆt trô, h×nh trô vμ  khèi trô 

 
1. §Þnh nghÜa mÆt trô 

Cho ®−êng th¼ng . XÐt mét ®−êng th¼ng l  song song 

víi  , c¸ch  mét kho¶ng R (h.42).  

MÆt trßn xoay sinh bëi ®−êng th¼ng l  nh− 

thÕ khi quay quanh   ®−îc gäi lµ mÆt trô 
trßn xoay (hoÆc ®¬n gi¶n lµ mÆt trô). 

H×nh 41 

H×nh 42 

3 
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  gäi lµ trôc cña mÆt trô, l  gäi lµ ®−êng sinh cña mÆt trô vµ R gäi lµ b¸n 

kÝnh cña mÆt trô.  

Chóng ta dÔ dµng nhËn thÊy : 

a) MÆt trô nãi trªn lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓm M c¸ch ®−êng th¼ng   cè 

®Þnh mét kho¶ng R kh«ng ®æi. 

b) NÕu 1M  lµ mét ®iÓm bÊt k× n»m trªn mÆt trô th× ®−êng th¼ng 1l  ®i 

qua 1M  vµ song song víi   còng n»m trªn mÆt trô ®ã (v× mäi ®iÓm cña 1l  

®Òu c¸ch   mét kho¶ng R). Nh− vËy, cã thÓ xem mÆt trô sinh bëi ®−êng 

th¼ng 1l , nãi c¸ch kh¸c, ®−êng th¼ng 1l  còng lµ mét ®−êng sinh cña mÆt trô.  

Cho mÆt trô C cã trôc   vµ b¸n kÝnh R. Giao cña mÆt trô C vµ mÆt ph¼ng (P) lµ 

h×nh g× trong c¸c tr−êng hîp sau ®©y ? 

a) MÆt ph¼ng (P) ®i qua . 

b) MÆt ph¼ng (P) song song víi . 

c) MÆt ph¼ng (P) vu«ng gãc víi . 

2. H×nh trô vμ khèi trô  

C¾t mÆt trô C trôc , b¸n kÝnh R bëi hai 

mÆt ph¼ng ph©n biÖt (P) vµ (P') cïng 

vu«ng gãc víi , ta ®−îc giao tuyÕn lµ 

hai ®−êng trßn (C ) vµ (C ') (h.43). 

 
PhÇn mÆt trô T n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng (P) vµ (P') cïng víi hai 

h×nh trßn x¸c ®Þnh bëi (C ) vµ (C ') ®−îc gäi lµ h×nh trô. 

Hai ®−êng trßn (C) vµ (C ') gäi lµ hai ®−êng trßn ®¸y, hai h×nh trßn x¸c ®Þnh 

bëi chóng gäi lµ hai mÆt ®¸y cña h×nh trô, b¸n kÝnh cña chóng (b»ng R) gäi 
lµ b¸n kÝnh cña h×nh trô. Kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ®¸y gäi lµ chiÒu cao 
cña h×nh trô. 

NÕu gäi O vµ O' lµ t©m cña hai h×nh trßn ®¸y th× ®o¹n th¼ng OO' (n»m trªn ) 
gäi lµ trôc cña h×nh trô. 

PhÇn mÆt trô n»m gi÷a hai ®¸y gäi lµ mÆt xung quanh cña h×nh trô. 

Víi mçi ®iÓm M  (C), cã mét ®iÓm M'  (C ') sao cho MM' // OO'. HiÓn 

nhiªn ®o¹n th¼ng MM' n»m trªn mÆt xung quanh cña h×nh trô, cã ®é dµi 
b»ng chiÒu cao cña h×nh trô. C¸c ®o¹n th¼ng nh− vËy gäi lµ ®−êng sinh cña 
h×nh trô.  
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Ta còng dÔ thÊy r»ng mçi h×nh trô ph©n chia kh«ng gian thµnh hai phÇn, 

phÇn bªn trong h×nh trô vµ phÇn bªn ngoµi h×nh trô. 

H×nh trô cïng víi phÇn bªn trong cña nã ®−îc gäi lµ khèi trô. 

VÝ dô 1. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh R vµ chiÒu cao 

còng b»ng R. Mét h×nh vu«ng ABCD cã hai c¹nh 

AB vµ CD lÇn l−ît lµ d©y cung cña hai ®−êng trßn 

®¸y, c¸c c¹nh AD vµ BC kh«ng ph¶i lµ ®−êng sinh 

cña h×nh trô. TÝnh c¹nh cña h×nh vu«ng ®ã. 

Gi¶i (h. 44). Gäi C' lµ h×nh chiÕu cña C trªn mÆt 

®¸y chøa AB th× AB  BC' (v× AB  BC). VËy AC' 

lµ ®−êng kÝnh cña ®−êng trßn ®¸y hay AC' = 2R. 

Tõ c¸c tam gi¸c vu«ng ABC' vµ CBC', ta cã 

BC' 
2 

= AC'
 2
  AB

2
 = 4R

2
  AB

2
 ; 

BC' 
2
= BC

2
  CC'

 2
 = AB

2
  R

2
. 

Suy ra    2AB
2 

= 5R
2 

hay AB = 
10

.
2

R
  ■ 

3. DiÖn tÝch h×nh trô vμ thÓ tÝch khèi trô 

Mét h×nh l¨ng trô gäi lµ néi tiÕp mét h×nh trô nÕu hai ®¸y cña h×nh l¨ng trô 

néi tiÕp hai ®−êng trßn ®¸y cña h×nh trô. Khi ®ã, ta cßn nãi h×nh trô ngo¹i tiÕp 

h×nh l¨ng trô. 

Ta cã ®Þnh nghÜa :  

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô lµ giíi h¹n cña diÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh l¨ng trô ®Òu néi tiÕp h×nh trô ®ã khi sè c¹nh ®¸y 

t¨ng lªn v« h¹n.  

ThÓ tÝch cña khèi trô (cßn gäi lµ thÓ tÝch cña h×nh trô) lµ giíi h¹n 

cña thÓ tÝch cña h×nh l¨ng trô ®Òu néi tiÕp h×nh trô ®ã khi sè c¹nh 

®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 

Cho h×nh trô C  cã chiÒu cao h vµ b¸n kÝnh R. Gi¶ sö H lµ mét h×nh l¨ng 

trô ®Òu néi tiÕp h×nh trô C  (h.45). Gäi S lµ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh 

l¨ng trô H  vµ V lµ thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô  H. 
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Ta biÕt r»ng S = p.h, trong ®ã p lµ chu vi ®¸y cña 

l¨ng trô H, vµ V = S®¸y.h, trong ®ã S®¸y lµ diÖn tÝch 

®¸y cña h×nh l¨ng trô H. Ta l¹i biÕt r»ng khi sè c¹nh 

®¸y cña h×nh l¨ng trô H  t¨ng lªn v« h¹n th× chu vi p 

vµ diÖn tÝch S®¸y lÇn l−ît cã giíi h¹n lµ chu vi vµ 

diÖn tÝch cña h×nh trßn ®¸y cña h×nh trô C . 

VËy ta cã : 

 

 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô b»ng chu vi ®¸y nh©n víi chiÒu cao. 

ThÓ tÝch cña khèi trô b»ng diÖn tÝch ®¸y nh©n víi chiÒu cao.  

 

VÝ dô 2. Cho h×nh trô C  cã b¸n kÝnh R, trôc OO' b»ng 

2R vµ mÆt cÇu (S) cã ®−êng kÝnh OO' (h.46).  

a) H·y so s¸nh diÖn tÝch mÆt cÇu vµ diÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh trô.  

b) H·y so s¸nh diÖn tÝch mÆt cÇu vµ diÖn tÝch toµn 

phÇn cña h×nh trô (diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô lµ 

tæng diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn tÝch hai ®¸y cña nã). 

c) H·y so s¸nh thÓ tÝch cña khèi trô C  vµ khèi cÇu (S).  

Gi¶i 

a) DÔ thÊy r»ng diÖn tÝch cña mÆt cÇu vµ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô 

b»ng nhau vµ b»ng 24 R . 

b) DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô b»ng 24 R + 22 R = 26 .R  

VËy diÖn tÝch mÆt cÇu b»ng 
2

3
 diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô. 

c) ThÓ tÝch cña khèi cÇu lµ   
34
.

3SV R    

ThÓ tÝch cña khèi trô lµ  V C 
  
=   2 3.2 2 .R R R  

VËy thÓ tÝch cña khèi cÇu b»ng 
2

3
 thÓ tÝch cña khèi trô.  ■ 
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Em H·y  lμm thö !  
 

C¾t mÆt xung quanh cña h×nh trô (tøc 

h×nh trô bá ®i hai ®¸y) theo mét ®−êng 

sinh råi tr¶i ra trªn mét mÆt ph¼ng th× 

ta ®−îc mét h×nh ch÷ nhËt cã mét 

c¹nh b»ng ®−êng sinh l vµ c¹nh kia 

b»ng chu vi ®−êng trßn ®¸y. Khi ®ã, 

diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt b»ng diÖn tÝch 

xung quanh cña h×nh trô (h.47). 

 

Bμ i  ®äc  thªm 

Giao tuyÕn elip cña mÆt trô trßn xoay vμ mÆt ph¼ng 

Cho mÆt trô trßn xoay T cã trôc lµ  vµ b¸n kÝnh R. XÐt giao cña T víi mét mp(). 

Ta biÕt r»ng : 

 NÕu () vu«ng gãc víi  th× giao lµ mét ®−êng trßn cã b¸n kÝnh R. 

 NÕu () song song víi  th× giao cã thÓ lµ hai ®−êng sinh, mét ®−êng sinh hoÆc lµ 

tËp rçng.  

B©y giê, gi¶ sö () lµ mÆt ph¼ng c¾t  nh−ng 

kh«ng vu«ng gãc víi  (h.48). Ta h·y xem 

giao cña () vµ T lµ h×nh g× ? 

Ta h·y lÊy mét mÆt cÇu b¸n kÝnh R bá vµo 

mÆt trô tõ trªn xuèng cho ®Õn khi nã dõng l¹i 

v× tiÕp xóc víi mp(). Nh− vËy lµ ta cã mÆt 

cÇu S(O1 ; R) tiÕp xóc víi mäi ®−êng sinh cña 

mÆt trô T vµ tiÕp xóc víi mp() t¹i ®iÓm F1. 

HiÓn nhiªn c¸c tiÕp ®iÓm cña mÆt cÇu S(O1 ; R) 

víi c¸c ®−êng sinh lu«n n»m trªn ®−êng trßn 

(C1) lµ giao tuyÕn cña mÆt trô víi mp(P1) vu«ng 

gãc víi  t¹i O1. T−¬ng tù, ta lÊy mét mÆt cÇu 

kh¸c còng cã b¸n kÝnh R ®Ó vµo trong mÆt trô tõ 

phÝa d−íi vµ ®Èy lªn cho nã tiÕp xóc víi mp(). 

Nh− vËy, ta cã mÆt cÇu S(O2 ; R) tiÕp xóc víi mäi 
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®−êng sinh cña C vµ tiÕp xóc víi mp() t¹i ®iÓm F2. C¸c tiÕp ®iÓm cña mÆt cÇu nµy víi 

c¸c ®−êng sinh lu«n n»m trªn ®−êng trßn (C2) lµ giao tuyÕn cña mÆt trô C víi mp(P2) 

vu«ng gãc víi  t¹i O2. 

Gi¶ sö M lµ mét ®iÓm thuéc ()  C. V× M n»m trªn () nªn MF1 tiÕp xóc víi mÆt cÇu 

S(O1 ; R) t¹i F1 vµ MF2 tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O2 ; R) t¹i F2. V× M n»m trªn C nªn cã 

®−êng sinh cña C ®i qua M. Gi¶ sö ®−êng sinh ®ã c¾t c¸c ®−êng trßn (C1) vµ (C2) 

lÇn l−ît t¹i M1 vµ M2 th× MM1 vµ MM2 lÇn l−ît lµ tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu S(O1 ; R) vµ 

S(O2 ; R). Tõ ®ã ta cã MF1 = MM1 vµ MF2 = MM2, do ®ã 

MF1 + MF2 = MM1 + MM2 = M1M2 = O1O2. 

Nh− vËy, ()  C lµ ®−êng elip n»m trªn (), cã c¸c tiªu ®iÓm lµ F1, F2 vµ ®é dµi 

trôc lín b»ng O1O2. 

Tãm l¹i : NÕu c¾t mÆt trô trßn xoay bëi mét mÆt ph¼ng c¾t trôc vμ kh«ng vu«ng 
gãc víi trôc cña mÆt trô th× giao tuyÕn lμ mét ®−êng elip.  

 
C©u hái vµ bµi tËp 

11. Chøng minh r»ng h×nh trßn xoay cã v« sè mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

12. Trong mçi tr−êng hîp sau, gäi tªn h×nh trßn xoay : 

a) Sinh bëi ba c¹nh cña mét h×nh ch÷ nhËt khi quay quanh ®−êng th¼ng 

chøa c¹nh thø t− ; 

b) Sinh bëi mét h×nh ch÷ nhËt (kÓ c¶ ®iÓm trong) khi quay quanh ®−êng 

th¼ng chøa mét c¹nh. 

13. Cho ®−êng trßn (O ; R) n»m trong mÆt ph¼ng (P). T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M 

trong kh«ng gian sao cho h×nh chiÕu cña chóng trªn (P) lu«n n»m trªn 

®−êng trßn ®· cho. 

14. Chøng minh r»ng c¸c tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu song song víi mét ®−êng 

th¼ng cè ®Þnh lu«n n»m trªn mét mÆt trô x¸c ®Þnh. 

15. MÆt ph¼ng ®i qua trôc cña mét h×nh trô, c¾t h×nh trô theo thiÕt diÖn lµ h×nh 

vu«ng c¹nh 2R. 

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi trô. 

c) TÝnh thÓ tÝch khèi l¨ng trô tø gi¸c ®Òu néi tiÕp h×nh trô. 
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16. Mét h×nh trô cã b¸n kÝnh R vµ chiÒu cao R 3 .  

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi trô. 

c) Cho hai ®iÓm A vµ B lÇn l−ît n»m trªn hai ®−êng trßn ®¸y sao cho gãc 

gi÷a AB vµ trôc cña h×nh trô b»ng 30
o
. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a AB vµ trôc 

cña h×nh trô. 

 

 

 

 

 
 

mÆt nãn, h×nh nãn vμ khèi nãn 

 
1. §Þnh nghÜa mÆt nãn 

Cho ®−êng th¼ng . XÐt mét ®−êng th¼ng l c¾t  

t¹i O vµ kh«ng vu«ng gãc víi  (h. 49). 

MÆt trßn xoay sinh bëi ®−êng th¼ng l  
nh− thÕ khi quay quanh   gäi lµ mÆt 
nãn trßn xoay (hay ®¬n gi¶n lµ mÆt nãn). 

  gäi lµ trôc cña mÆt nãn. 

l  gäi lµ ®−êng sinh cña mÆt nãn. 

O gäi lµ ®Ønh cña mÆt nãn. 

NÕu gäi  lµ gãc gi÷a l vµ  th× 2 gäi lµ gãc ë 

®Ønh cña mÆt nãn (0
o
 < 2 < 180

o
). 

Chóng ta dÔ dµng nhËn thÊy : 

NÕu M lµ mét ®iÓm tuú ý cña mÆt nãn N kh¸c víi ®iÓm O th× ®−êng th¼ng 

OM n»m hoµn toµn trªn mÆt nãn ®ã. Cã thÓ xem mÆt nãn N sinh bëi 

®−êng th¼ng OM khi quay quanh  . Bëi thÕ, OM còng ®−îc gäi lµ ®−êng 

sinh cña mÆt nãn ®ã. 

H×nh 49 

4 
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Em H·y  lμm thö ! 

C¸c em h·y lÊy mét miÕng b×a, c¾t thµnh h×nh 

qu¹t trßn giíi h¹n bëi mét cung trßn AB vµ hai 

b¸n kÝnh OA, OB (h.50). Ta uèn cong h×nh qu¹t 

trßn ®ã ®Ó cã thÓ d¸n hai b¸n kÝnh OA vµ OB 

víi nhau. 

Sau khi d¸n, cung trßn AB trë thµnh mét ®−êng 

khÐp kÝn. NÕu ta lµm cho ®−êng khÐp kÝn nµy 

trë thµnh mét ®−êng trßn th× ta ®−îc mét phÇn 

cña mÆt nãn trßn xoay. 

 

?1  a) Giao cña mét mÆt nãn vµ mét mÆt ph¼ng ®i qua trôc cña nã lµ h×nh g× ? 

b) Giao cña mét mÆt nãn vµ mét mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc cña nã lµ 

h×nh g× ?  

2. H×nh nãn vμ khèi nãn 

Cho mÆt nãn N víi trôc , ®Ønh O vµ gãc 

ë ®Ønh 2. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng vu«ng 

gãc víi  t¹i ®iÓm I kh¸c O (h.51). MÆt 

ph¼ng (P) c¾t mÆt nãn theo ®−êng trßn 

(C ) cã t©m I. L¹i gäi (P') lµ mÆt ph¼ng 

vu«ng gãc víi  t¹i O. Khi ®ã 

 

 

PhÇn cña mÆt nãn N giíi h¹n bëi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (P') cïng 

víi h×nh trßn x¸c ®Þnh bëi (C) ®−îc gäi lµ h×nh nãn. 

§iÓm O gäi lµ ®Ønh cña h×nh nãn, ®−êng trßn (C ) gäi lµ ®−êng trßn ®¸y, 

h×nh trßn x¸c ®Þnh bëi (C ) gäi lµ ®¸y cña h×nh nãn. Víi mçi ®iÓm M n»m 

trªn ®−êng trßn (C ), ®o¹n th¼ng OM gäi lµ ®−êng sinh cña h×nh nãn ; râ 

rµng lµ c¸c ®−êng sinh cña h×nh nãn cã ®é dµi b»ng nhau. §o¹n th¼ng OI 

gäi lµ trôc cña h×nh nãn, ®é dµi OI gäi lµ chiÒu cao cña h×nh nãn (®ã chÝnh 

lµ kho¶ng c¸ch tõ ®Ønh O tíi mÆt ®¸y). 
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?2 Giao cña mét h×nh nãn vµ mét mÆt ph¼ng ®i qua trôc cña nã lµ h×nh g× ?  

HiÓn nhiªn lµ mét h×nh nãn chia kh«ng gian thµnh hai phÇn : phÇn bªn 

trong vµ phÇn bªn ngoµi cña nã. 

H×nh nãn cïng víi phÇn bªn trong cña nã gäi lµ khèi nãn. 

3. Kh¸i niÖm vÒ diÖn tÝch h×nh nãn vμ thÓ tÝch khèi nãn 

Mét h×nh chãp gäi lµ néi tiÕp mét h×nh nãn nÕu ®¸y cña h×nh chãp lµ ®a 

gi¸c néi tiÕp ®¸y cña h×nh nãn vµ ®Ønh cña h×nh chãp lµ ®Ønh h×nh nãn. 

Ta cã ®Þnh nghÜa : 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn lµ giíi h¹n cña diÖn tÝch 
xung quanh cña h×nh chãp ®Òu néi tiÕp h×nh nãn ®ã khi sè c¹nh 
®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 

ThÓ tÝch cña khèi nãn (cßn gäi lµ thÓ tÝch cña h×nh nãn) lµ giíi 
h¹n cña thÓ tÝch cña h×nh chãp ®Òu néi tiÕp h×nh nãn ®ã khi sè 
c¹nh ®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 

Gi¶ sö H  lµ mét h×nh chãp ®Òu néi tiÕp h×nh nãn N 

(h.52). Gäi p lµ chu vi ®¸y cña h×nh chãp ®Òu H, vµ 

q lµ kho¶ng c¸ch tõ O tíi mét c¹nh ®¸y cña H  th× 

diÖn tÝch xung quanh cña H   lµ Sxq = 
1

2
p.q. Khi cho 

sè c¹nh ®¸y cña H  t¨ng lªn v« h¹n th× p cã giíi h¹n 

lµ ®é dµi ®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn N, cßn q cã 

giíi h¹n lµ ®é dµi ®−êng sinh cña h×nh nãn. VËy : 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn b»ng mét nöa tÝch sè cña ®é 

dµi ®−êng trßn ®¸y vµ ®é dµi ®−êng sinh.  

Còng chó ý r»ng thÓ tÝch V cña khèi chãp H  b»ng 
1

3
 tÝch sè cña diÖn tÝch 

®a gi¸c ®¸y vµ chiÒu cao cña H (còng lµ chiÒu cao cña khèi nãn). Khi sè 

c¹nh ®¸y cña H t¨ng lªn v« h¹n th× diÖn tÝch ®a gi¸c ®¸y cña H cã giíi 

h¹n lµ diÖn tÝch h×nh trßn ®¸y cña khèi nãn N. Bëi vËy : 
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ThÓ tÝch khèi nãn b»ng mét phÇn ba tÝch sè diÖn tÝch h×nh trßn 

®¸y vµ chiÒu cao.  

 

VÝ dô. C¾t mét h×nh nãn N b»ng mét mÆt ph¼ng ®i qua trôc cña nã, ta 

®−îc thiÕt diÖn lµ mét tam gi¸c ®Òu c¹nh 2a. TÝnh diÖn tÝch xung quanh, 

diÖn tÝch toµn phÇn (tøc lµ tæng cña diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn tÝch ®¸y) 

vµ thÓ tÝch cña khèi nãn N. 

Gi¶i 
Gi¶ sö thiÕt diÖn lµ tam gi¸c ®Òu OAB c¹nh 2a, 

khi ®ã h×nh nãn ®· cho cã b¸n kÝnh ®¸y lµ a vµ 

®é dµi ®−êng sinh lµ 2a (h.53). VËy diÖn tÝch 

xung quanh cña nã lµ 

Sxq = 21
2 .2 2 .

2
a a a    

DiÖn tÝch toµn phÇn lµ 

Stp =
2 2 22 3 .a a a      

ThÓ tÝch lµ 
3

21 3
.. 3

3 3

a
V a a


      ■ 

 

Bμ i  ®äc  thªm 

 giao tuyÕn parabol cña mÆt nãn trßn xoay 

vμ     mÆt ph¼ng 

ë líp 10, chóng ta ®· biÕt ba ®−êng c«nic lµ elip, hypebol, parabol. Ng−êi ta 

chøng minh ®−îc r»ng : 

NÕu c¾t mÆt nãn trßn xoay bëi mét mÆt ph¼ng (P) kh«ng ®i qua ®Ønh 
cña mÆt nãn th× giao tuyÕn sÏ lμ : 

a) Mét ®−êng elip nÕu mp(P) c¾t mäi ®−êng sinh (®Æc biÖt, nÕu (P) 
vu«ng gãc víi trôc cña mÆt nãn th× giao lμ ®−êng trßn) (h.54a) ; 

b) Mét ®−êng parabol nÕu mp(P) song song víi chØ mét ®−êng sinh 
(h.54b) ; 
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c) Mét ®−êng hypebol nÕu mp(P) song song víi hai ®−êng sinh 
(h.54c). 

 
 
 
 
 
a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) 
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Sau ®©y ta giíi thiÖu mét c¸ch chøng minh cho tr−êng hîp b). 

XÐt mÆt nãn trßn xoay N trôc  , ®Ønh S.  

Gi¶ sö (P) lµ mÆt ph¼ng song song víi ®óng mét ®−êng sinh l cña N. Ta chøng 

minh giao cña N vµ (P) lµ mét parabol (h.55). 
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Gäi l' lµ giao tuyÕn cña mp(l, ) vµ 

(P) th× l' // l. Trong mÆt ph¼ng 

 ,l  , lÊy ®iÓm O  c¸ch ®Òu l, 

l' vµ gäi S  lµ mÆt cÇu t©m O tiÕp 

xóc víi l vµ l' (theo thø tù t¹i A vµ 

F). Khi ®ã, S tiÕp xóc víi mäi ®−êng 

sinh cña mÆt nãn N vµ c¸c tiÕp 

®iÓm n»m trªn mét ®−êng trßn (C) 

chøa A. 

Gäi (P') lµ mÆt ph¼ng chøa l vµ 

song song víi (P) th× (P') cã chung 

víi N ®óng mét ®−êng th¼ng lµ l 

nªn (P') chøa tiÕp tuyÕn cña (C ) t¹i 

A. Suy ra (P') tiÕp xóc víi S  t¹i A 

vµ (P) tiÕp xóc víi S  t¹i F.  

MÆt ph¼ng (Q) chøa (C ) c¾t (P') 
theo tiÕp tuyÕn võa nãi nªn c¾t (P) 

theo ®−êng th¼ng d song song víi 

tiÕp tuyÕn ®ã ; suy ra d vu«ng gãc víi l'. 

Víi M lµ mét ®iÓm tuú ý thuéc N  (P), kÎ MH vu«ng gãc víi d th× MH cïng 

ph−¬ng víi l' nªn song song víi l. Gäi E lµ giao ®iÓm cña SM vµ (C ) th× E  (Q), 

ba ®iÓm A, E, H th¼ng hµng v× cïng thuéc giao tuyÕn cña (Q) víi mp(M, l). Tõ 

SA = SE suy ra MH = ME, mµ ME = MF (v× chóng lµ hai ®o¹n tiÕp tuyÕn cña S  

kÎ tõ M) nªn MF = MH. §iÒu nµy chøng tá r»ng giao cña mÆt nãn N víi mp(P) lµ 

parabol víi tiªu ®iÓm F vµ ®−êng chuÈn d. 

C©u hái vµ bµi tËp 

17. Trong mçi tr−êng hîp sau, h·y gäi tªn h×nh trßn xoay : 

a) Sinh bëi ba c¹nh cña mét tam gi¸c c©n khi quay quanh trôc ®èi xøng cña tam 

gi¸c ®ã ; 

b) Sinh bëi mét tam gi¸c vu«ng (kÓ c¶ ®iÓm trong) khi quay quanh ®−êng 

th¼ng chøa mét c¹nh gãc vu«ng. 

18. Cho ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu (S). Chøng minh r»ng c¸c ®−êng th¼ng ®i 

qua A tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) lu«n n»m trªn mét mÆt nãn x¸c ®Þnh. 
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19. Mét mÆt cÇu gäi lµ ngo¹i tiÕp mét h×nh nãn nÕu mÆt cÇu ®ã ®i qua ®Ønh vµ 

®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn. H×nh nãn nh− vËy gäi lµ néi tiÕp mÆt cÇu ®ã. 

a) Chøng minh r»ng mäi h×nh nãn ®Òu cã mét mÆt cÇu ngo¹i tiÕp duy nhÊt. 

b) Mét h×nh nãn cã chiÒu cao h vµ b¸n kÝnh ®¸y b»ng r. TÝnh b¸n kÝnh mÆt 

cÇu ngo¹i tiÕp h×nh nãn ®ã. 

c) Cho mét h×nh nãn néi tiÕp mét mÆt cÇu b¸n kÝnh R. NÕu h×nh nãn ®ã cã 

chiÒu cao b»ng h th× b¸n kÝnh ®¸y cña nã b»ng bao nhiªu ? TÝnh diÖn tÝch 

xung quanh cña h×nh nãn ®ã. 

20. Mét mÆt cÇu gäi lµ néi tiÕp mét h×nh nãn nÕu nã tiÕp xóc víi mÆt ®¸y cña 

h×nh nãn vµ tiÕp xóc víi mäi ®−êng sinh cña h×nh nãn. Khi ®ã, h×nh nãn 

®−îc gäi lµ ngo¹i tiÕp mÆt cÇu. 

a) Chøng minh r»ng mäi h×nh nãn ®Òu cã mét mÆt cÇu néi tiÕp duy nhÊt. 

b) Mét h×nh nãn cã chiÒu cao b»ng h vµ b¸n kÝnh ®¸y b»ng r. H·y tÝnh b¸n 

kÝnh mÆt cÇu néi tiÕp h×nh nãn ®ã. 

21. Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, AB = c, AC = b. TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn 

xoay sinh bëi tam gi¸c ®ã (kÓ c¶ c¸c ®iÓm trong) khi quay quanh ®−êng 

th¼ng BC.  

 

¤n tËp ch−¬ n g  I I  

I - KiÕn thøc cÇn nhí 

A - MÆt cÇu, khèi cÇu 

1. MÆt cÇu S(O ; R) lµ tËp hîp {MOM = R}. Khèi cÇu S(O ; R) lµ tËp hîp 

{MOM  R}. 

MÆt cÇu lµ h×nh trßn xoay sinh bëi mét ®−êng trßn khi quay quanh mét 

®−êng th¼ng chøa ®−êng kÝnh cña ®−êng trßn ®ã. 

Khèi cÇu lµ h×nh trßn xoay sinh bëi mét h×nh trßn khi quay quanh mét 

®−êng th¼ng chøa ®−êng kÝnh cña h×nh trßn ®ã. 

2. Giao cña mÆt cÇu S(O ; R) vµ mp(P) phô thuéc vµo R vµ kho¶ng c¸ch d tõ 

O ®Õn (P). Gi¶ sö H lµ h×nh chiÕu cña O trªn mp(P). Khi ®ã : 
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 NÕu d < R th× giao lµ ®−êng trßn n»m trªn (P) cã t©m H, b¸n kÝnh 

r = 2 2R d  ; 

 NÕu d = R th× mp(P) tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; R) t¹i H ; 

 NÕu d > R th× mp(P) kh«ng c¾t mÆt cÇu S(O ; R).  

3. Giao cña mÆt cÇu S(O ; R) vµ ®−êng th¼ng  phô thuéc vµo R vµ kho¶ng 

c¸ch d tõ O tíi . Gi¶ sö H lµ h×nh chiÕu cña O trªn . Khi ®ã : 

 NÕu d < R th× ®−êng th¼ng  c¾t mÆt cÇu S(O ; R) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt ; 

 NÕu d = R th×  tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; R) t¹i H. C¸c ®−êng th¼ng tiÕp 

xóc víi mÆt cÇu t¹i H n»m trªn tiÕp diÖn cña mÆt cÇu t¹i H ; 

 NÕu d > R th×  kh«ng c¾t mÆt cÇu S(O ; R). 

4. VÒ c¸c tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu ®i qua mét ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu : 

 C¸c ®o¹n th¼ng nèi A vµ c¸c tiÕp ®iÓm b»ng nhau. 

 TËp hîp c¸c tiÕp ®iÓm lµ mét ®−êng trßn.  

5. H×nh cÇu b¸n kÝnh R cã diÖn tÝch b»ng 4R
2
 vµ cã thÓ tÝch b»ng 34

3
R . 

B - MÆt trô, h×nh trô vµ khèi trô 

1. MÆt trô lµ h×nh trßn xoay sinh bëi ®−êng th¼ng l khi quay quanh ®−êng 

th¼ng  song song víi l.  

MÆt trô cã trôc , b¸n kÝnh R lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓm c¸ch ®−êng th¼ng 

 mét kho¶ng R. 

2. H×nh trô lµ phÇn mÆt trô n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt vu«ng gãc víi 

trôc cña mÆt trô, cïng víi hai h×nh trßn giíi h¹n bëi hai ®−êng trßn lµ giao 

tuyÕn cña mÆt trô víi hai mÆt ph¼ng nãi trªn. 

H×nh trô lµ h×nh trßn xoay sinh bëi bèn c¹nh cña mét h×nh ch÷ nhËt khi 

quay quanh mét ®−êng trung b×nh cña h×nh ch÷ nhËt ®ã. 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô b»ng tÝch sè chu vi ®−êng trßn ®¸y vµ 

chiÒu cao. 

DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh trô b»ng tæng diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn 

tÝch hai ®¸y. 

3. Khèi trô lµ h×nh trô cïng víi phÇn bªn trong cña h×nh trô ®ã. 

Khèi trô lµ h×nh trßn xoay sinh bëi mét h×nh ch÷ nhËt (kÓ c¶ c¸c ®iÓm n»m 

trong nã) khi quay quanh mét ®−êng trung b×nh cña h×nh ch÷ nhËt ®ã. 

ThÓ tÝch khèi trô b»ng tÝch sè cña diÖn tÝch ®¸y vµ chiÒu cao. 
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C - MÆt nãn, h×nh nãn vµ khèi nãn 

1. MÆt nãn lµ h×nh trßn xoay sinh bëi ®−êng th¼ng l khi quay quanh ®−êng 

th¼ng  c¾t l nh−ng kh«ng vu«ng gãc víi l.  

MÆt nãn ®Ønh O, trôc  (O  thuéc  ), gãc ë ®Ønh 2 lµ h×nh gåm tÊt c¶ c¸c 

®−êng th¼ng ®i qua O vµ t¹o víi  mét gãc b»ng  ( o o0 90  ). 

2. H×nh nãn lµ h×nh trßn xoay sinh bëi ba c¹nh cña mét tam gi¸c c©n khi quay 

quanh trôc ®èi xøng cña tam gi¸c ®ã. 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn b»ng mét nöa tÝch sè chu vi ®¸y vµ ®é 

dµi ®−êng sinh. 

DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn b»ng tæng diÖn tÝch xung quanh vµ diÖn 

tÝch ®¸y. 

3. Khèi nãn lµ h×nh nãn cïng víi phÇn bªn trong cña h×nh nãn ®ã. 

Khèi nãn lµ h×nh trßn xoay sinh bëi mét h×nh tam gi¸c vu«ng (kÓ c¶ phÇn 

trong) khi quay quanh ®−êng th¼ng chøa mét c¹nh gãc vu«ng.  

ThÓ tÝch khèi nãn b»ng mét phÇn ba tÝch sè cña diÖn tÝch ®¸y vµ chiÒu cao. 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) MÆt cÇu, khèi cÇu ®Òu cã v« sè mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

b) Mäi tø diÖn lu«n cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

c) Mäi h×nh chãp cã c¹nh bªn b»ng nhau ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

d) Mäi h×nh hép ®øng ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

e) MÆt nãn, h×nh nãn, khèi nãn ®Òu cã v« sè mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

g) MÆt trô, h×nh trô, khèi trô ®Òu cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

2. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) Mäi ®−êng th¼ng ®Òu cã chung víi mÆt trô (hoÆc mÆt nãn) nhiÒu nhÊt lµ 

hai ®iÓm. 

b) MÆt trô vµ mÆt nãn cã chøa c¸c ®−êng th¼ng. 

c) Mäi ®−êng trßn lín cña mÆt cÇu ®Òu ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh. 

d) Hai ®−êng trßn ph©n biÖt cïng n»m trªn mét mÆt trô cã b¸n kÝnh b»ng nhau. 

e) Hai ®−êng trßn ph©n biÖt cïng n»m trªn mét mÆt nãn cã b¸n kÝnh kh¸c nhau. 
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III - Bμi tËp 

1. Cho mp(P) vµ ®iÓm A kh«ng thuéc (P). Chøng minh r»ng mäi mÆt cÇu ®i 

qua A vµ cã t©m n»m trªn (P) lu«n lu«n ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh. 

2. X¸c ®Þnh t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp S.ABC, biÕt  

SA = SB = SC = a,  o60 ,ASB    o90 ,BSC    o120 .CSA   

3. Cho hai ®−êng trßn (O ; r) vµ (O' ; r') c¾t nhau t¹i hai ®iÓm A, B vµ lÇn l−ît 

n»m trªn hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt (P) vµ (P'). 

a) Chøng minh r»ng cã mÆt cÇu (S) ®i qua hai ®−êng trßn ®ã. 

b) TÝnh b¸n kÝnh R cña mÆt cÇu (S) khi r = 5, ' 10r , AB = 6, 

' 21OO . 

4. Cho mét h×nh nãn N sinh bëi mét tam gi¸c ®Òu c¹nh a khi quay quanh 

mét ®−êng cao cña tam gi¸c ®ã. 

a) Mét mÆt cÇu cã diÖn tÝch b»ng diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn N th× 

cã b¸n kÝnh b»ng bao nhiªu ? 

b) Mét khèi cÇu cã thÓ tÝch b»ng thÓ tÝch cña khèi nãn N th× cã b¸n kÝnh 

b»ng bao nhiªu ?  

5. Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, AB = c, AC = b. Gäi V1, V2, V3 lµ thÓ tÝch 

cña c¸c khèi trßn xoay sinh bëi tam gi¸c ®ã (kÓ c¶ c¸c ®iÓm trong) khi lÇn 

l−ît quay quanh AB, AC, BC. 

a) TÝnh V1, V2, V3 theo b, c. 

b) Chøng minh r»ng  
2 2 2

3 1 2

1 1 1

V V V
. 

6. Mét h×nh thang c©n ABCD cã c¸c c¹nh ®¸y AB = 2a, DC = 4a, c¹nh bªn 

AD = BC = 3a. H·y tÝnh thÓ tÝch vµ diÖn tÝch toµn phÇn cña khèi trßn xoay 

sinh bëi h×nh thang ®ã khi quay quanh trôc ®èi xøng cña nã. 

IV - C©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ?  

(A) Mäi h×nh hép ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 

(B) Mäi h×nh hép ®øng ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 
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(C) Mäi h×nh hép cã mét mÆt bªn vu«ng gãc víi ®¸y ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 

(D) Mäi h×nh hép ch÷ nhËt ®Òu cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

2. Trong sè c¸c h×nh hép néi tiÕp mét mÆt cÇu b¸n kÝnh R th× 

(A) H×nh hép cã ®¸y lµ h×nh vu«ng cã thÓ tÝch lín nhÊt ; 

(B) H×nh lËp ph−¬ng cã thÓ tÝch lín nhÊt ; 

(C) H×nh hép cã c¸c kÝch th−íc t¹o thµnh cÊp sè céng c«ng sai kh¸c 0 cã 

thÓ tÝch lín nhÊt ; 

(D) H×nh hép cã c¸c kÝch th−íc t¹o thµnh cÊp sè nh©n c«ng béi kh¸c 1 cã 

thÓ tÝch lín nhÊt. 

3. Mét h×nh cÇu cã thÓ tÝch 
4
3
  ngo¹i tiÕp mét h×nh lËp ph−¬ng. ThÓ tÝch cña 

khèi lËp ph−¬ng ®ã lµ 

(A) 
8 3

9
;     (B) 

8
3

;      (C) 1 ;     (D) 2 3 . 

4. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) H×nh chãp cã ®¸y lµ tø gi¸c th× cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 

(B) H×nh chãp cã ®¸y lµ h×nh thang vu«ng th× cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 

(C) H×nh chãp cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh th× cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp ; 

(D) H×nh chãp cã ®¸y lµ h×nh thang c©n th× cã mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

5. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¹nh b»ng a. TËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho 

2 2 2 2 22MA MB MC MD a     lµ 

(A) MÆt cÇu cã t©m lµ träng t©m cña tam gi¸c ABC vµ b¸n kÝnh b»ng 
2

2
a

  ; 

(B) MÆt cÇu cã t©m lµ träng t©m cña tø diÖn vµ b¸n kÝnh b»ng 
2

4
a

 ; 

(C) MÆt cÇu cã t©m lµ träng t©m cña tø diÖn vµ b¸n kÝnh b»ng 
2

2
a

 ; 

(D) §−êng trßn cã t©m lµ träng t©m cña tam gi¸c ABC vµ b¸n kÝnh b»ng 
2

4
a

. 
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6. MÆt cÇu tiÕp xóc víi c¸c c¹nh cña tø diÖn ®Òu ABCD c¹nh a cã b¸n kÝnh lµ 

(A) 
2

2
a

 ;    (B) 
2

4
a

;    (C) 2a ;    (D) 2 2a . 

7. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) Cã duy nhÊt mét mÆt cÇu ®i qua hai ®−êng trßn n»m trong hai mÆt 

ph¼ng c¾t nhau ; 

(B) Cã duy nhÊt mét mÆt cÇu ®i qua hai ®−êng trßn n»m trong hai mÆt 

ph¼ng song song ; 

(C) Cã duy nhÊt mét mÆt cÇu ®i qua hai ®−êng trßn c¾t nhau ; 

(D) Cã duy nhÊt mét mÆt cÇu ®i qua hai ®−êng trßn c¾t nhau t¹i hai ®iÓm 

ph©n biÖt vµ kh«ng cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. 

8. Cho hai ®iÓm A, B ph©n biÖt. TËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho diÖn tÝch tam 

gi¸c MAB kh«ng ®æi lµ  

(A) Hai ®−êng th¼ng song song ; 

(B) Mét mÆt cÇu ; 

(C) Mét mÆt trô ; 

(D) Mét mÆt nãn. 

9. Cho hai ®iÓm ph©n biÖt A, B cè ®Þnh. Mét ®−êng th¼ng l thay ®æi lu«n ®i 

qua A vµ c¸ch B mét kho¶ng 
2
AB

. Gäi H lµ h×nh chiÕu cña B trªn l. TËp hîp 

c¸c ®iÓm H lµ  

(A) Mét mÆt ph¼ng ;       (B) Mét mÆt trô ; 

(C) Mét mÆt nãn ;        (D) Mét ®−êng trßn. 

10. Víi ®iÓm O cè ®Þnh thuéc mÆt ph¼ng  P  cho tr−íc, xÐt ®−êng th¼ng l  

thay ®æi ®i qua O vµ t¹o víi  P  gãc 30
o
. TËp hîp c¸c ®−êng th¼ng l trong 

kh«ng gian lµ  

(A) Mét mÆt ph¼ng ;       (B) Hai ®−êng th¼ng ; 

(C) Mét mÆt trô ;        (D) Mét mÆt nãn. 
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11. Mét h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y b»ng a , ®−êng cao ' 3OO a . Mét ®o¹n 

th¼ng AB thay ®æi sao cho gãc gi÷a AB vµ trôc h×nh trô b»ng o30 , A, B 

thuéc hai ®−êng trßn ®¸y cña h×nh trô. TËp hîp c¸c trung ®iÓm I cña AB lµ 

(A) Mét mÆt trô ; 

(B) Mét mÆt cÇu ; 

(C) Mét ®−êng trßn. 

(D) Mét mÆt ph¼ng. 

12. Trong mÆt ph¼ng  P  cho gãc xOy . Mét mÆt ph¼ng  Q  thay ®æi vµ 

vu«ng gãc víi ®−êng ph©n gi¸c trong cña gãc xOy , c¾t ,Ox Oy  t¹i A, B. 

Trong  Q  lÊy ®iÓm M sao cho  o90AMB . Khi Êy, tËp hîp c¸c ®iÓm M lµ  

(A) Mét ®−êng trßn ;      (B) Mét mÆt trô ; 

(C) Mét mÆt nãn ;       (D) Mét mÆt cÇu. 

13. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. DiÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh nãn trßn xoay sinh bëi ®−êng gÊp khóc AC'A' khi quay 

quanh AA' b»ng  

(A) 2 6a  ;         (B) 2 3a  ; 

(C) 2 2a  ;         (D) 2 5a . 

14. Cho h×nh nãn cã b¸n kÝnh ®¸y b»ng a. Mét d©y cung thay ®æi cña ®−êng 

trßn ®¸y cã ®é dµi kh«ng ®æi b»ng a. TËp hîp c¸c trung ®iÓm cña ®o¹n 

th¼ng nèi ®Ønh h×nh nãn víi trung ®iÓm cña d©y cung ®ã lµ  

(A) Mét mÆt nãn cè ®Þnh ; 

(B) Mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh ; 

(C) Mét mÆt trô cè ®Þnh ; 

(D) Mét ®−êng trßn cè ®Þnh. 

15. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y R, ®−êng cao OO'. C¾t h×nh trô ®ã b»ng mÆt 

ph¼ng () tuú ý vu«ng gãc víi ®¸y vµ c¸ch ®iÓm O mét kho¶ng h cho tr−íc 

( h R ). Khi Êy, mp() cã tÝnh chÊt : 

(A) Lu«n tiÕp xóc víi mét mÆt trô cè ®Þnh ; 

(B) Lu«n c¸ch mét mÆt ph¼ng cho tr−íc qua trôc h×nh trô mét kho¶ng h ; 
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(C) C¾t h×nh trô theo thiÕt diÖn lµ h×nh vu«ng ; 

(D) C¶ ba tÝnh chÊt trªn ®Òu sai. 

16. Mét khèi trô cã b¸n kÝnh ®¸y 3a , chiÒu cao 2 3a . ThÓ tÝch cña khèi cÇu 

ngo¹i tiÕp khèi trô lµ  

(A) 38 6a  ;   (B) 36 6a  ;   (C) 34 6
3

a  ;   (D) 34 3 .a  

17. Cho h×nh nãn cã ®−êng sinh b»ng ®−êng kÝnh ®¸y vµ b»ng 2. B¸n kÝnh mÆt 

cÇu ngo¹i tiÕp h×nh nãn ®ã lµ  

(A) 3   ;    (B) 2 3  ;    (C) 
3

2
 ;     (D) 

2 3
3

. 

18. Cho h×nh nãn sinh bëi mét tam gi¸c ®Òu c¹nh a khi quay quanh mét ®−êng 

cao. Mét mÆt cÇu cã diÖn tÝch b»ng diÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn th× cã 

b¸n kÝnh lµ  

(A) 
3

4
a

 ;   (B) 
2

4
a

 ;    (C) 
2

2
a

 ;     (D) 
3 .

2
a

 

19. Cho mét h×nh nãn sinh bëi mét tam gi¸c ®Òu c¹nh a khi quay quanh mét 

®−êng cao. Mét khèi cÇu cã thÓ tÝch b»ng thÓ tÝch cña khèi nãn th× cã b¸n 

kÝnh b»ng  

(A) 
3 2 3

4
a

 ;  (B) 
3 3
8
a

 ;    (C) 
3 2 3

8
a

 ;    (D) 
3 2 3 .

2
a

 

20. Mét h×nh nãn cã ®−êng sinh b»ng a vµ gãc ë ®Ønh b»ng o90 . C¾t h×nh nãn 

b»ng mÆt ph¼ng () ®i qua ®Ønh sao cho gãc gi÷a () vµ mÆt ®¸y h×nh nãn 

b»ng o60 . Khi ®ã diÖn tÝch thiÕt diÖn lµ 

(A) 22
3
a  ;   (B) 23

2
a  ;   (C) 22

3
a  ;     (D) 23

2
a . 

21. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu cã c¹nh ®¸y b»ng a, c¹nh bªn t¹o víi mÆt ®¸y 

gãc o60 . DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh nãn ngo¹i tiÕp h×nh chãp lµ 

(A) 
23

2
a

;   (B) 
23

4
a

;    (C) 
23

6
a

 ;     (D) 
23 .

8
a
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22. Cho mÆt cÇu b¸n kÝnh R vµ mét h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y R vµ chiÒu cao 

2R. TØ sè thÓ tÝch khèi cÇu vµ khèi trô lµ 

(A) 
2
3

 ;    (B) 
3
2

 ;     (C) 2 ;     (D) 
1
2

. 

23. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y b»ng R, chiÒu cao còng b»ng R. Mét h×nh 

vu«ng ABCD cã hai c¹nh AB vµ CD lÇn l−ît lµ c¸c d©y cung cña hai ®−êng 

trßn ®¸y, mp  ABCD  kh«ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng ®¸y cña h×nh trô. 

DiÖn tÝch h×nh vu«ng ®ã lµ 

(A) 
25

2
R

;    (B) 25R ;    (C) 
25 2
2
R

;   (D) 25 2R ;  

24. Mét khèi hép ch÷ nhËt néi tiÕp trong mét khèi trô. Ba kÝch th−íc cña khèi 

hép ch÷ nhËt lµ , ,a b c . ThÓ tÝch cña khèi trô lµ  

(A)  2 21
4
 a b c ; 

(B)  2 21
4
 b c a ; 

(C)  2 21
4
 c a b ; 

(D)  2 21
4
 a b c  hoÆc  2 21

4
 b c a  hoÆc  2 21

4
 c a b . 

25. Mét khèi tø diÖn ®Òu cã c¹nh a néi tiÕp mét khèi nãn. ThÓ tÝch khèi nãn lµ 

(A) 33
27

a ;   (B) 36
27

a  ;   (C) 33
9
a  ;   (D) 36

9
a . 

26. Cho h×nh nãn ®Ønh S, ®¸y lµ h×nh trßn t©m O, gãc ë ®Ønh b»ng o120 . Trªn 

®−êng trßn ®¸y, lÊy mét ®iÓm A cè ®Þnh vµ ®iÓm M di ®éng. Cã bao nhiªu 

vÞ trÝ cña M ®Ó diÖn tÝch tam gi¸c SAM ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt ? 

(A) Cã 1 vÞ trÝ ;       (B) Cã 2 vÞ trÝ ; 

(C) Cã 3 vÞ trÝ ;       (D) Cã v« sè vÞ trÝ. 
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hÖ to¹ ®é trong kh«ng gian 

 
 

1. HÖ trôc to¹ ®é trong kh«ng gian 

Trong h×nh häc ph¼ng, ta ®· biÕt hÖ trôc to¹ 

®é trªn mÆt ph¼ng. HÖ ®ã th−êng ®−îc kÝ 

hiÖu lµ Oxy hoÆc (O ; , )i j
 

. B©y giê ta thiÕt 

lËp hÖ trôc to¹ ®é trong kh«ng gian. 

Trong kh«ng gian, xÐt ba trôc to¹ ®é Ox, 

Oy, Oz cã chung ®iÓm gèc O vµ ®«i mét 

vu«ng gãc víi nhau (h.56).  

§Þnh nghÜa 1 

HÖ gåm ba trôc Ox, Oy, Oz ®«i mét vu«ng gãc ®−îc gäi lµ 

hÖ trôc to¹ ®é vu«ng gãc trong kh«ng gian. 

ThuËt ng÷ vµ kÝ hiÖu  

HÖ trôc to¹ ®é trong ®Þnh nghÜa trªn cßn ®−îc gäi ®¬n gi¶n lµ hÖ to¹ ®é 

trong kh«ng gian, vµ kÝ hiÖu lµ Oxyz. Ta th−êng gäi c¸c vect¬ ®¬n vÞ trªn c¸c 

trôc Ox, Oy, Oz lÇn l−ît lµ , ,i j k
  

 vµ cßn kÝ hiÖu hÖ trôc to¹ ®é lµ   ; , , .O i j k
  

 

§iÓm O gäi lµ gèc cña hÖ to¹ ®é, hoÆc ®¬n gi¶n lµ gèc to¹ ®é, Ox gäi lµ 

trôc hoµnh, Oy gäi lµ trôc tung, Oz gäi lµ trôc cao. 

C¸c mÆt ph¼ng ®i qua hai trong ba trôc to¹ ®é gäi lµ c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é, 

ta kÝ hiÖu chóng lµ mp(Oxy), mp(Oyz) vµ mp(Oxz), hoÆc ®¬n gi¶n h¬n lµ 

(Oxy), (Oyz), (Oxz).  

Khi kh«ng gian ®· cã mét hÖ to¹ ®é Oxyz th× nã ®−îc gäi lµ kh«ng gian to¹ ®é 

Oxyz hoÆc ®¬n gi¶n lµ kh«ng gian Oxyz. 

Ta cÇn chó ý tíi c¸c ®¼ng thøc sau ®©y :  

2 2 2 1

. . . 0.

i j k

i j j k k i

  

  

 

      

?1  T¹i sao ta cã c¸c ®¼ng thøc trªn ? 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 56 

1 
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2. To¹ ®é cña vect¬ 

Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz víi c¸c vect¬ ®¬n vÞ , ,i j k
 

 trªn c¸c trôc, 

cho mét vect¬ .u


 Khi ®ã cã bé ba sè duy nhÊt (x ; y ; z) sao cho u xi yj zk  
 

.  

Bé ba sè ®ã còng ®−îc gäi lµ to¹ ®é cña vect¬ u


 ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxyz vµ 

kÝ hiÖu u


 = (x ; y ; z) hoÆc u


(x ; y ; z). VËy : 

 ; ;u x y z 
u


(x ; y ; z)  u xi yj zk  
 

.  

HiÓn nhiªn theo ®Þnh nghÜa vµ kÝ hiÖu trªn, ta cã 

(1; 0; 0)i 


 ; (0; 1; 0)j 


 ; (0; 0; 1)k 


. 

?2  T¹i sao nÕu vect¬ u


 cã to¹ ®é (x ; y ; z) ®èi víi hÖ to¹ ®é  ; , ,O i j k
 

 th× 

.x u i
 

 ; .y u j
 

 ; .z u k
 

 ? 

VÝ dô 1. Trong kh«ng gian to¹ ®é  ; , ,O i j k
  

, gäi I, J, K lµ c¸c ®iÓm sao 

cho , ,i OI j OJ k OK  
     

. Gäi M lµ trung ®iÓm cña JK, G lµ träng t©m 

tam gi¸c IJK. 

a) X¸c ®Þnh to¹ ®é cña vect¬ OM


. 

b) X¸c ®Þnh to¹ ®é cña vect¬ MG


. 

Gi¶i (h.57) 

a) Ta cã  

 1 1 1
0 ,

2 2 2
OM OJ OK i j k    
     

 

do ®ã  
1 1 .0; ;
2 2

OM
   
 


 

b) Ta cã  

   1 1

3 2
1 1 1 1 1

0 ,
3 3 2 3 2

MG OG OM OI OJ OK OJ OK

i j k

      

               
     

       

    

hay 
1 1 1 .; ;
3 6 6

    
 

MG


  ■ 

H×nh 57 
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Tõ ®Þnh nghÜa vÒ to¹ ®é cña vect¬, ta dÔ dµng suy ra c¸c tÝnh chÊt sau ®©y : 

Cho c¸c vect¬ 


1 1 1 1( ; ; )u x y z , 


2 2 2 2( ; ; )u x y z  vµ sè k tuú ý, 

 ta cã : 

1) 
 

1 2u u    x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2  

2)  1 2 1 2 1 2 1 2; ;u u x x y y z z    
 

 

3) 


1 1 1 1( ; ; )ku kx ky kz  

4)   
 

1 2 1 2 1 2 1 2.u u x x y y z z  

5)    
 2 2 2 2

1 1 1 1 1u u x y z  

6)    


   

 
1 2 1 2 1 2

1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos ,
.

x x y y z z
u u

x y z x y z
 

     víi 1 20, 0u u 
   

 

7) 


1u        
  

2 1 2 1 2 1 2 1 2. 0 0u u u x x y y z z . 

3. To¹ ®é cña ®iÓm 

Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, mçi 
®iÓm M ®−îc hoµn toµn x¸c ®Þnh bëi 

vect¬ OM


 (h.58). Bëi vËy, nÕu (x ; y ; z) 

lµ to¹ ®é cña OM


 th× ta còng nãi (x ; y ; z) 

lµ to¹ ®é cña ®iÓm M vµ kÝ hiÖu lµ 
M = (x ; y ; z) hoÆc M(x ; y ; z).  

Nh− vËy : 

M = (x ; y ; z)  OM xi y j zk  
   

. 

NÕu ®iÓm M cã to¹ ®é (x ; y ; z) th× sè x gäi lµ hoµnh ®é, sè y gäi lµ tung 
®é vµ sè z gäi lµ cao ®é cña ®iÓm M. 

?3 Cho hÖ to¹ ®é Oxyz vµ ®iÓm  ; ; .M x y z  T¹i sao cã c¸c kh¼ng ®Þnh sau ? 

a) M  O  x = y = z = 0. 

b) M  (Oxy)  z = 0, tøc lµ M = (x ; y ; 0). 

    M  (Oyz)  x = 0, tøc lµ M = (0 ; y ; z). 

    M  (Oxz)  y = 0, tøc lµ M = (x ; 0 ; z). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 58 
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?4 Víi ®iÒu kiÖn nµo cña x, y, z th× ®iÓm M(x ; y ; z) n»m trªn mét trôc to¹ ®é ? 

1 

Trªn h×nh 59 cã mét hÖ trôc to¹ ®é Oxyz cïng víi c¸c h×nh vu«ng cã c¹nh b»ng 

®¬n vÞ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 59 

a) X¸c ®Þnh to¹ ®é cña c¸c ®iÓm A, B, C, D, E. 

b) Dùng ®iÓm P nÕu P = (3 ; 6 ; 3). 

4. Liªn hÖ gi÷a to¹ ®é cña vect¬ vμ to¹ ®é cña hai ®iÓm mót 

Cho hai ®iÓm ( ; ; )A A AA x y z  vµ ( ; ; ).B B BB x y z  Theo ®Þnh nghÜa, ta cã 

( ; ; )A A AOA x y z


 vµ ( ; ; )B B BOB x y z


. Ta l¹i biÕt r»ng AB OB OA 
  

. 

Tõ ®ã ta suy ra to¹ ®é cña vect¬ AB


 vµ ®é dµi cña nã : 

1) ( ; ; )B A B A B AAB x x y y z z   


.  

2)      2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z      . 

2  

Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz cho bèn ®iÓm kh«ng ®ång ph¼ng ( ; ; ),
A A A

A x y z  

( ; ; ),
B B B

B x y z  ( ; ; ),
C C C

C x y z  ( ; ; ).
D D D

D x y z  

a) T×m to¹ ®é cña trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB. 

b) T×m to¹ ®é cña träng t©m tam gi¸c ABC. 

c) T×m to¹ ®é cña träng t©m tø diÖn ABCD. 
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VÝ dô 2. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho bèn ®iÓm A(5 ; 3 ; 1), 

B(2 ; 3 ;  4), C(1 ; 2 ; 0), D(3 ; 1 ; 2).  

1. Chøng minh r»ng : 

a) Bèn ®iÓm A, B, C, D kh«ng ®ång ph¼ng ; 

b) Tø diÖn ABCD cã c¸c c¹nh ®èi vu«ng gãc víi nhau ; 

c) H×nh chãp D.ABC lµ h×nh chãp ®Òu. 

2. T×m to¹ ®é ch©n ®−êng cao H cña h×nh chãp D.ABC. 

Gi¶i 

1. a) Ta ph¶i chøng minh ba vect¬ DA


 = (2 ; 2 ; 1), DB


 = (1 ; 2 ; 2) vµ 

DC


 = (2 ; 1 ; 2) kh«ng ®ång ph¼ng. Râ rµng hai vect¬ DB


 vµ DC


 kh«ng 

cïng ph−¬ng nªn nÕu ba vect¬ ,DA


 ,DB


 DC


 ®ång ph¼ng th× ph¶i cã c¸c 

sè m vµ n sao cho 

mDB nDC DA 
  

 hay 

2 2

2 2

2 2 1.

m n

m n

m n

  
  
  

  

DÔ thÊy hÖ ph−¬ng tr×nh trªn v« nghiÖm, suy ra ba vect¬ Êy kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) Ta cã DA


 = (2 ; 2 ; 1) vµ BC


 = (1 ; 1 ; 4). 

VËy . 2 2 4 0.DA BC     
 

 Suy ra DA  BC. 

Lµm t−¬ng tù ta còng cã DB  AC vµ DC  AB. 

c)  DA = 2 2 22 2 1 3    ; 

 2 2 2( 1) 2 ( 2) 3DB        ; 

 2 2 2( 2) 1 2 3.DC       

T−¬ng tù, ta còng cã AB = BC = CA = 3 2 . VËy D.ABC lµ h×nh chãp ®Òu. 

2. V× D.ABC lµ h×nh chãp ®Òu nªn H trïng víi träng t©m tam gi¸c ABC hay 

 1

3
OH OA OB OC  
   

. Tõ ®ã suy ra 

H = 
8 8 5

; ;
3 3 3

  
 

.  ■ 
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5. TÝch cã h−íng cña hai vect¬ 

Ta ®· biÕt vÒ tÝch v« h−íng cña hai vect¬. Ta cÇn nhí r»ng tÝch ®ã lµ mét 

sè vµ cã thÓ tÝnh ®−îc dÔ dµng nÕu biÕt to¹ ®é cña hai vect¬. 

Sau ®©y ta sÏ nãi vÒ tÝch cã h−íng cña hai vect¬.  

Kh¸c víi tÝch v« h−íng, tÝch cã h−íng kh«ng ph¶i lµ mét sè mµ lµ mét 

vect¬, bëi vËy tÝch cã h−íng cßn ®−îc gäi lµ tÝch vect¬.  

§Þnh nghÜa 2 

TÝch cã h−íng (hay tÝch vect¬) cña hai vect¬ ( ; ; )u a b c


 vµ 

( ' ; ' ; ')v a b c


 lµ mét vect¬, kÝ hiÖu lµ  ,u v
 

 (hoÆc ),u v 
 ®−îc 

x¸c ®Þnh b»ng to¹ ®é nh− sau :  

 ,u v  
; ;

' ' ' ' ' '

b c c a a b

b c c a a b

 
 
 

 = (bc'  b'c ; ca'  c'a ; ab'  a'b). 

VÝ dô 3. Cho u


 = (1 ; 0 ; 1) vµ v


 = (2 ; 1 ; 1) th× ta cã : 

  0 1 1 1 1 0
, ; ; (1; 3; 1).

1 1 1 2 2 1
u v

  
   
 

 
 

3  

§èi víi hÖ to¹ ®é  ; , ,O i j k
  

, h·y chøng tá c¸c c«ng thøc sau ®©y ®óng : 

, ; , ; , .i j k j k i k i j            
       

 

TÝnh chÊt cña tÝch cã h−íng 

C¸c tÝnh chÊt sau ®©y cña tÝch cã h−íng th−êng ®−îc ¸p dông khi gi¶i mét 

sè bµi to¸n h×nh häc :  

1. Vect¬  ,u v
 

 vu«ng gãc víi c¶ hai vect¬ u


 vµ v


, tøc lµ  

   , . , . 0.u v u u v v 
     

 

2.  , . .sin( , ).u v u v u v     
 

3.  , 0u v 
 

 khi vµ chØ khi hai vect¬ u


 vµ v


 cïng ph−¬ng. 
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Chøng minh 

1. Gi¶ sö ( ; ; )u a b c


 vµ ( ' ; ' ; ')v a b c


. Tõ ®Þnh nghÜa cña tÝch cã 

h−íng ta cã 

 ,u v
 

 =  ' ' ; ' ' ; ' 'bc b c ca c a ab a b   . 

Suy ra 

 ,u v
 

. ( ' ' ) ( ' ' ) ( ' ' )u bc b c a ca c a b ab a b c     


  

  ' ' ' ' ' ' 0bc a b ca ca b c ab ab c a bc       . 

T−¬ng tù ta còng cã  ,u v
 

. 0v 


. 

2. NÕu mét trong hai vect¬ u


 vµ v


 lµ vect¬ 0


 th× tÝnh chÊt 2 lµ hiÓn nhiªn. 

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp c¶ hai vect¬ ®ã ®Òu kh¸c 0


. Khi ®ã, v× 

  u v
u v

u v


.
cos ,

.

  
   nªn  

  2. sin , . 1 cos ( , )u v u v u v u v 
       

 

   
2

22 2

2 2

.
. 1 . .

.

u v
u v u v u v

u v
   

 
     

   

=     22 2 2 2 2 2' ' ' ' ' 'a b c a b c aa bb cc        

=      2 2 2
' ' ' ' ' 'bc b c ca c a ab a b      =  , .u v

 
 

3. TÝnh chÊt nµy ®−îc suy ra trùc tiÕp tõ tÝnh chÊt 2.    ■ 

  Chó ý 

Ta vÏ c¸c vect¬ OA u
 

 ; .OB v
 

 

NÕu hai vect¬ u


 vµ v


 kh«ng cïng 

ph−¬ng (h.60), ta gäi S lµ diÖn tÝch 

h×nh b×nh hµnh cã hai c¹nh lµ OA 

vµ OB, khi ®ã 

  



. .sin , . .sin

.

u v u v OA OB AOB

S

   
 

VËy ®é dµi cña vect¬  ,u v
 

 b»ng sè 

®o diÖn tÝch h×nh b×nh hµnh nãi trªn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 60 
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øng dông cña tÝch cã h−íng 

a) TÝnh diÖn tÝch h×nh b×nh hµnh 

NÕu ABCD lµ h×nh b×nh hµnh th× theo chó ý trªn, ta cã    ,S AB AD
 

. 

b) TÝnh thÓ tÝch khèi hép 

NÕu ABCD.A'B'C'D' lµ h×nh hép víi 
diÖn tÝch ®¸y ABCD lµ S, chiÒu cao lµ 

h = AH,  lµ gãc hîp bëi hai vect¬ 

'AA


 vµ 
 

,AB AD    (h.61) th× thÓ tÝch 

cña h×nh hép ®ã lµ 

 V = S.h =   
 

., AHAB AD  

 =    , . ' . cos .AB AD AA 
  

  

VËy V = 
  

, . ' .AB AD AA     

4  

H·y chøng tá r»ng ba vect¬ ,u


 ,v


 w


 ®ång ph¼ng khi vµ chØ khi  , . 0.u v w 
  

 

Nh− vËy, chóng ta nªn nhí mét sè tÝnh chÊt liªn quan ®Õn tÝch v« h−íng vµ 
tÝch cã h−íng sau ®©y 

. 0.u v u v     
 

u


 vµ v


 cïng ph−¬ng   , 0u v 
 

.  

,u


 ,v


 w


 ®ång ph¼ng   , . 0.u v w 
  

 

VÝ dô 4. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho bèn ®iÓm A(0 ; 1 ; 1), B(1 ; 0 ; 2), 

C(1 ; 1 ; 0) vµ D(2 ; 1 ; 2). 

a) Chøng minh r»ng bèn ®iÓm ®ã kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) TÝnh ®é dµi ®−êng cao cña tam gi¸c ABC kÎ tõ ®Ønh A vµ b¸n kÝnh 
®−êng trßn néi tiÕp tam gi¸c ®ã. 

c) TÝnh gãc CBD vµ gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vµ CD. 

d) TÝnh thÓ tÝch tø diÖn ABCD vµ ®é dµi ®−êng cao cña tø diÖn kÎ tõ ®Ønh D. 

Gi¶i 

a) Bèn ®iÓm A, B, C, D kh«ng ®ång ph¼ng khi vµ chØ khi ba vect¬ BA


, 

BC


, BD


 kh«ng ®ång ph¼ng hay BA BC BD  , .
  

  0. 
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Ta cã BA


 = (1 ; 1 ; 1), BC


 = (0 ; 1 ; 2), BD


 = (3 ; 1 ; 4). Suy ra : 

,BA BC  
 

 =
1 1 1 1 1 1

; ;
1 2 2 0 0 1

  
   

 = (1 ; 2 ; 1).  

BA BC BD  , .
  

 =       ( 1).3 2.1 1.( 4) 5 0 . 

VËy bèn ®iÓm ®· cho kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) Ta cã 

SABC  = 
  2 2 21 1 6

( 1) 2 1 .,
2 2 2

BA BC         

NÕu gäi AH lµ ®−êng cao cña tam gi¸c ABC th× 

AH = 
2 2 2

2 6 6

50 1 ( 2)

ABCS

BC
 

  
. 

NÕu gäi r lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn néi tiÕp tam gi¸c ABC vµ 2p lµ chu vi cña 

tam gi¸c ®ã th× SABC = p.r. DÔ dµng tÝnh ®−îc 

2p = AB + BC + CA = 3 5 2   

nªn ta cã      
6

.
5 3 2

 
 

ABCS
r

p
 

 c)    .
cos cos ,

.

BC BD
CBD BC BD

BC BD
 

  
   

9

130
   

NÕu gäi  lµ gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vµ CD th×  

  .
cos cos ,

.

AB CD
AB CD

AB CD
  

 
 

   = 
5

39
  

d) Ta dÔ thÊy thÓ tÝch khèi tø diÖn ABCD b»ng 
1

6
 thÓ tÝch khèi hép cã ba 

c¹nh lµ BA, BC, BD. Nh− vËy : 

VABCD  = 
1

6
, .BA BC BD  

  
 =

5

6
. 

NÕu gäi DK lµ ®−êng cao cña tø diÖn kÎ tõ D th× 

 DK = 

5
3.

3 56 .
6 6

2

ABCD

ABC

V

S
       ■ 
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6. Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu 

Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz cho mÆt 

cÇu  ;S I R  cã t©m 0 0 0( ; ; )I x y z  vµ 

b¸n kÝnh R (h.62). 

§iÓm M(x ; y ; z) thuéc mÆt cÇu ®ã khi 

vµ chØ khi IM = R hay  IM
2
 = R

2
, nghÜa lµ  

2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) .x x y y z z R       

Ph−¬ng tr×nh trªn ®−îc gäi lµ ph−¬ng 
tr×nh cña mÆt cÇu S(I ; R). 

Nh− vËy, nÕu biÕt to¹ ®é cña t©m vµ biÕt b¸n kÝnh mÆt cÇu th× ta cã thÓ dÔ 
dµng viÕt ®−îc ph−¬ng tr×nh cña mÆt cÇu ®ã. 

MÆt cÇu t©m I(x0 ; y0 ; z0), b¸n kÝnh R cã ph−¬ng tr×nh 

2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z R      .  

5  

H·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu cã ®−êng kÝnh A1A2 víi 

A1 = (a1 ; b1 ; c1) vμ  A2 = (a2 ; b2 ; c2) 

theo hai c¸ch sau : 

 T×m to¹ ®é t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh cña mÆt cÇu. 

 NhËn xÐt r»ng ®iÓm M n»m trªn mÆt cÇu khi vµ chØ khi 
 

1 2. 0.A M A M   

6  

ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ®i qua bèn ®iÓm A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(0; 1; 0), D(0; 0; 1). 

NhËn xÐt. NÕu ta khai triÓn ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu S(I ; R) vµ viÕt d−íi d¹ng 

f(x, y, z) = 0 th× dÔ thÊy r»ng  f x, y,z  lµ ®a thøc bËc hai ®èi víi x, y, z, cã 

c¸c hÖ sè cña x
2
, y

2
, z

2 
®Òu b»ng 1 vµ kh«ng cã c¸c h¹ng tö chøa xy, yz, zx.  

B©y giê ta xÐt vÊn ®Ò ng−îc l¹i : Ph−¬ng tr×nh d¹ng  

 x
2
 + y

2
+ z

2
 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0        (1) 

cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz cho tr−íc 

hay kh«ng ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 62  



 80 

Ph−¬ng tr×nh (1) cã thÓ viÕt nh− sau : 

      (x + a)
2
 + (y + b)

2
 + (z + c)

2 
= a

2
 + b

2
 + c

2
  d.

     
(2) 

Gäi I lµ ®iÓm cã to¹ ®é (a ; b ; c) vµ M lµ ®iÓm cã to¹ ®é (x ; y ; z) th× vÕ 

tr¸i cña (2) chÝnh lµ IM
2
. Bëi vËy ta dÔ dµng suy ra : 

NÕu a
2
 + b

2 
+ c

2
  d > 0 th× IM = 2 2 2 .  a b c d  VËy (1) lµ ph−¬ng 

tr×nh cña mÆt cÇu cã t©m I(a ; b ; c) vµ cã b¸n kÝnh 

R = 2 2 2a b c d   . 

NÕu a
2 

+ b
2 

+ c
2  d = 0 th× IM = 0 vµ ph−¬ng tr×nh (1) x¸c ®Þnh ®iÓm I duy nhÊt. 

NÕu a
2
 + b

2
 + c

2
  d < 0 th× kh«ng cã ®iÓm M nµo cã to¹ ®é tho¶ m·n (1). 

VËy :  

Ph−¬ng tr×nh x
2
 + y

2
 + z

2 
+ 2ax + 2by + 2cz + d = 0 lµ ph−¬ng 

tr×nh cña mÆt cÇu khi vµ chØ khi a
2
 + b

2
 + c

2
 > d. Khi ®ã t©m 

mÆt cÇu lµ ®iÓm I( a  ;  b  ;  c ) vµ b¸n kÝnh mÆt cÇu lµ 

R = 2 2 2 .a b c d    

7  

Mçi ph−¬ng tr×nh sau ®©y cã ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu hay kh«ng ? NÕu ph¶i th× 
h·y x¸c ®Þnh t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh mÆt cÇu ®ã. 

a) x2 
+ y

2
  z

2
 + 2x  y + 1 = 0 ;     b) 3x

2
 + 3y

2
 + 3z

2
  2x = 0 ; 

c) 2x
2
 + 2y

2
 = (x + y)

2
  z

2 
+ 2x  1 ;   d) (x + y)

2
 = 2xy  z

2
+ 1. 

C©u hái vµ bµi tËp 
Tõ nay trë ®i, c¸c bµi tËp liªn quan ®Õn to¹ ®é ®Òu ®−îc xÐt trong kh«ng 

gian to¹ ®é Oxyz. 

1. Cho c¸c vect¬ : 

2u i j 
  

 ;  3 5v i j k  
   

 ; 2 3w i k j  
   

. 

a) T×m to¹ ®é cña c¸c vect¬ ®ã. 

b) T×m c«sin cña c¸c gãc  ,v i
 

,  ,v j
 

 vµ  , .v k
 

 

c) TÝnh c¸c tÝch v« h−íng . , . , . .u v u w v w
     

 

2. Cho vect¬ u


 tuú ý kh¸c 0


. Chøng minh r»ng : 

       2 2 2cos , cos , cos , 1u i u j u k
     

. 
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3. T×m gãc gi÷a hai vect¬ u


 vµ v


 trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) u


 = (1 ; 1 ; 1) ; v


 = (2 ; 1 ; 1) ; 

b) u


 = 3 4i j
 

 ; v


 = 2 3j k 
 

. 

4. BiÕt  2, 5,u v
 

 gãc gi÷a hai vect¬ 

u  vµ v


 b»ng 

2

3


. T×m k ®Ó vect¬ 

17p ku v 
  

 vu«ng gãc víi vect¬ 3q u v 
  

. 

5. Cho ®iÓm M(a ; b ; c).  

a) T×m to¹ ®é h×nh chiÕu (vu«ng gãc) cña M trªn c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é vµ 
trªn c¸c trôc to¹ ®é. 

b) T×m kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é, ®Õn c¸c trôc to¹ ®é. 

c) T×m to¹ ®é cña c¸c ®iÓm ®èi xøng víi M qua c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

6. Cho hai ®iÓm A(x1 ; y1 ; z1) vµ B(x2 ; y2 ; z2). T×m to¹ ®é ®iÓm M chia ®o¹n 

th¼ng AB theo tØ sè k (tøc lµ )MA kMB
 

, trong ®ã k  1. 

7. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD víi A(3 ; 2 ; 0), B(3 ; 3 ; 1), C(5 ; 0 ; 2). 

T×m to¹ ®é ®Ønh D vµ tÝnh gãc gi÷a hai vect¬ AC


 vµ .BD


 

8. a) T×m to¹ ®é ®iÓm M thuéc trôc Ox sao cho M c¸ch ®Òu hai ®iÓm A(1 ; 2 ; 3) 

vµ B(3 ; 3 ; 2). 

b) Cho ba ®iÓm A(2 ; 0 ; 4), B(4 ; 3  ; 5) vµ C(sin5t ; cos3t ; sin 3t). T×m t 

®Ó AB vu«ng gãc víi OC (O lµ gèc to¹ ®é). 

9. XÐt sù ®ång ph¼ng cña ba vect¬ ,u


 v


 vµ w


 trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) u


(4 ; 3 ; 4), v


(2 ; 1 ; 2), w


(1 ; 2 ; 1) ; 

b) u


(1 ; 1 ; 1), v


(0 ; 1 ; 2), w


(4 ; 2 ; 3) ; 

c) u


(4 ; 2 ; 5), v


(3 ; 1 ; 3), w


(2 ; 0 ; 1). 

10. Cho ba ®iÓm A(1 ; 0 ; 0), B(0 ; 0 ; 1), C(2 ; 1 ; 1). 

a) Chøng minh A, B, C kh«ng th¼ng hµng. 

b) TÝnh chu vi vµ diÖn tÝch tam gi¸c ABC. 

c) TÝnh ®é dµi ®−êng cao cña tam gi¸c ABC kÎ tõ ®Ønh A. 

d) TÝnh c¸c gãc cña tam gi¸c ABC. 

11. Cho bèn ®iÓm A(1 ; 0 ; 0), B(0 ; 1 ; 0), C(0 ; 0 ; 1) vµ D(2 ; 1 ; 2). 

a) Chøng minh r»ng A, B, C, D lµ bèn ®Ønh cña mét h×nh tø diÖn. 
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b) TÝnh gãc gi÷a c¸c ®−êng th¼ng chøa c¸c c¹nh ®èi cña tø diÖn ®ã.  

c) TÝnh thÓ tÝch tø diÖn ABCD vµ ®é dµi ®−êng cao cña tø diÖn kÎ tõ ®Ønh A. 

12. Cho h×nh chãp S.ABC cã ®−êng cao SA = h, ®¸y lµ tam gi¸c ABC vu«ng  
t¹i C, AC = b, BC = a. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AC vµ N lµ ®iÓm sao cho 


1

.
3

SN SB
 

 

a) TÝnh ®é dµi ®o¹n th¼ng MN. 

b) T×m sù liªn hÖ gi÷a a, b, h ®Ó MN vu«ng gãc víi SB. 

13. T×m to¹ ®é t©m vµ tÝnh b¸n kÝnh cña mçi mÆt cÇu sau ®©y : 

 a) x
2
 + y

2
 + z

2
  8x + 2y + 1 = 0 ; 

 b) 3x
2
 + 3y

2
 + 3z

2
 + 6x  3y + 15z  2 = 0 ; 

 c) 9x
2
 + 9y

2
 + 9z

2
  6x

 
+ 18y + 1 = 0. 

14. Trong mçi tr−êng hîp sau, h·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu : 

a) §i qua ba ®iÓm A(0 ; 8 ; 0), B(4 ; 6 ; 2), C(0 ; 12 ; 4) vµ cã t©m n»m trªn 
mp(Oyz) ; 

b) Cã b¸n kÝnh b»ng 2, tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng (Oyz) vµ cã t©m n»m trªn tia Ox ; 

c) Cã t©m I(1 ; 2 ; 3) vµ tiÕp xóc víi mp(Oyz). 

 

p h−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 
 

 

1. Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 

Vect¬ 0n 
 

 gäi lµ vect¬ ph¸p tuyÕn 

cña mÆt ph¼ng () nÕu gi¸ cña n


 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (). 

Râ rµng nÕu n


 lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña 

mp() th× kn


  0k   còng lµ vect¬ 

ph¸p tuyÕn cña mp(). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 63 

2 
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Trong kh«ng gian Oxyz, cho mÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm  0 0 0 0; ;M x y z  vµ 

cã vect¬ ph¸p tuyÕn n


(A ; B ; C). Chó ý r»ng v× 0n 
 

 nªn 
2 2 2 0A B C   . Khi ®ã, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ®iÓm M(x ; y ; z) thuéc 

() lµ 0. 0n M M 
 

 (h.63), hay  

A(x  x0) + B(y  y0) + C(z  z0) = 0.       (1)  

NhËn xÐt. NÕu ta ®Æt D = (Ax0 + By0 + Cz0) th× ph−¬ng tr×nh (1) trë thµnh : 

Ax + By + Cz + D = 0,  trong ®ã  A
2
 + B

2
 + C

2
 > 0.  (2) 

Ph−¬ng tr×nh (2) gäi lµ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña mÆt ph¼ng () hay nãi 

gän lµ ph−¬ng tr×nh mp(). 

Nh− vËy, ta dÔ dµng viÕt ®−îc ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng nÕu biÕt to¹ ®é cña 
mét ®iÓm thuéc nã vµ to¹ ®é mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña nã. 

VÝ dô 1. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua ba ®iÓm M(0 ; 1 ; 1), 

N(1 ; 2 ; 0) vµ P(1 ; 0 ; 2). 

Gi¶i. Ta cã (1 ; 3 ; 1)MN   


 vµ (1 ; 1 ; 1)MP  


. Tõ ®ã ta tÝnh ®−îc 

,n MN MP   
  

  ( 4 ; 2 ; 2) . Vect¬ 0n 
 

 vu«ng gãc víi c¶ hai vect¬ 

,MN


 MP


 nªn n


 lµ mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng (). Nh− vËy, () 

lµ mÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm M vµ cã vect¬ ph¸p tuyÕn n


 nªn cã ph−¬ng tr×nh  

  4(x  0)  2(y  1) + 2(z  1) = 0 hay 2x + y  z = 0.     ■ 

1  

Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®iÓm  1 ; 2 ; 3A   vµ   5 ; 0 ; 1B  . H·y viÕt ph−¬ng 

tr×nh mÆt ph¼ng trung trùc (P) cña ®o¹n th¼ng AB. 

Nh− vËy, mçi mÆt ph¼ng ®Òu cã ph−¬ng tr×nh d¹ng (2). §Þnh lÝ sau ®©y 

kh¼ng ®Þnh ®iÒu ng−îc l¹i. 

§Þnh lÝ 

Trong kh«ng gian Oxyz, mçi ph−¬ng tr×nh  

  Ax + By + Cz + D = 0 víi A
2
+ B

2
+ C

2
 > 0  

®Òu lµ ph−¬ng tr×nh cña mét mÆt ph¼ng x¸c ®Þnh.  
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2 (®Ó chøng minh ®Þnh lÝ).  

LÊy mét nghiÖm (x0 ; y0 ; z0) nµo ®ã cña ph−¬ng tr×nh (2), tøc lµ  

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0. 

Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) vµ cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ 

( ; ; )n A B C


. H·y viÕt ph−¬ng tr×nh cña (P) ®Ó thÊy r»ng nã t−¬ng ®−¬ng víi 

ph−¬ng tr×nh (2). 

2. C¸c tr−êng hîp riªng 

Chóng ta h·y xÐt mét sè tr−êng hîp riªng cña ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vµ 

nãi râ trong mçi tr−êng hîp ®ã, mÆt ph¼ng cã ®Æc ®iÓm g×. 

3  

Trong kh«ng gian Oxyz, xÐt mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh : 

Ax + By + Cz + D = 0. 

H·y gi¶i thÝch v× sao ta cã c¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y : 

a) MÆt ph¼ng () ®i qua gèc to¹ ®é O khi vµ chØ khi D = 0. 

b) MÆt ph¼ng () song song (hoÆc chøa) trôc to¹ ®é Ox khi vµ chØ khi A = 0. 

H·y ph¸t biÓu kÕt luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp B = 0 vµ tr−êng hîp C = 0. 

c) MÆt ph¼ng () song song hoÆc trïng víi mÆt ph¼ng (Oxy) khi vµ chØ khi 
A = B = 0. 

H·y ph¸t biÓu kÕt luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp B = C = 0 vµ tr−êng hîp C = A = 0. 

Sau ®©y ta xÐt tr−êng hîp mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh 

Ax + By + Cz + D = 0 víi c¸c hÖ sè A, B, C, D ®Òu kh¸c 0. 

Khi ®ã b»ng c¸ch ®Æt a = 
D

A
 , 

D
b

B
  , 

D
c

C
  , ta ®−a ph−¬ng tr×nh trªn 

vÒ d¹ng 

1
x y z

a b c
   .             (3) 

Râ rµng mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh (3) c¾t c¸c trôc Ox, Oy, Oz lÇn l−ît t¹i 

c¸c ®iÓm M(a ; 0 ; 0), N(0 ; b ; 0) vµ P(0 ; 0 ; c). §é dµi ®¹i sè cña c¸c 

vect¬ OM ON OP, ,
  

 trªn c¸c trôc to¹ ®é chøa chóng lÇn l−ît lµ OM a  ; 

ON b  ; OP c . Bëi vËy ph−¬ng tr×nh (3) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh mÆt 

ph¼ng theo ®o¹n ch¾n. 
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VÝ dô 2. Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M = (30 ; 15 ; 6). 

a) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua c¸c h×nh chiÕu cña M trªn 
c¸c trôc to¹ ®é. 

b) T×m to¹ ®é h×nh chiÕu H cña ®iÓm O trªn mp().  

Gi¶i 
a) C¸c h×nh chiÕu cña M trªn c¸c trôc to¹ ®é lµ c¸c ®iÓm (30 ; 0 ; 0), (0 ; 15 ; 0) 

vµ (0 ; 0 ; 6). Ph−¬ng tr×nh mp() ®i qua ba ®iÓm ®ã lµ 

1
30 15 6

x y z
    hay x + 2y + 5z  30 = 0. 

b) §iÓm H n»m trªn mÆt ph¼ng () vµ vect¬ OH


 cïng ph−¬ng víi vect¬ 

ph¸p tuyÕn (1 ; 2 ; 5)n


 cña (), tøc lµ .OH t n
 

 Bëi vËy, nÕu gäi (x ; y ; z) 

lµ to¹ ®é cña H th×  

   
 
 
 

2 5 30 0

2

5 .

x y z

x t

y t

z t

 

B»ng c¸ch thay c¸c gi¸ trÞ x, y, z tõ ba ph−¬ng tr×nh cuèi vµo ph−¬ng tr×nh ®Çu, 

ta ®−îc t + 4t + 25t  30 = 0. Tõ ®ã ta t×m ®−îc t = 1 vµ do ®ã H = (1 ; 2 ; 5).  ■ 

3. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai mÆt ph¼ng 

Hai bé sè tØ lÖ 

XÐt c¸c bé n sè 1 2( ; ; ... ; )nx x x  (n > 2), trong ®ã c¸c sè 1 2, , ..., nx x x  kh«ng 

®ång thêi b»ng 0.  

 Hai bé sè 1 2( ; ; ... ; )nA A A  vµ 1 2( ; ; ... ; )nB B B  nh− thÕ ®−îc gäi lµ tØ lÖ 

víi nhau (hay tØ lÖ) nÕu cã mét sè t sao cho 1 1,A tB  2 2,..., n nA tB A tB . 

Khi ®ã ta viÕt 

1 2 1 2: : ... : : : ... :n nA A A B B B  hoÆc   1 2

1 2
... n

n

A A A

B B B
. 

Theo ®Þnh nghÜa ®ã, ta cã  

  1 : 2 : 3 2 : 4 : 6  hay 
 


1 2 3

2 4 6
 (ë ®©y  1

2
t ) ; 

2 : 0 : 4 : 0 1 : 0 : 2 : 0  hay   2 0 4 0

1 0 2 0
 (ë ®©y  2t ). 

 Khi hai bé sè 1 2( ; ; ... ; )nA A A  vµ 1 2( ; ; ... ; )nB B B  kh«ng tØ lÖ, ta viÕt  

1 2 1 2: : ... : : : ... :n nA A A B B B . 
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VÝ dô :   1 : 5 : 2 : 4 1 : 2 : 5 : 4 ,  

1 : 0 : 1 : 2 1 : 1 : 1 : 2 . 

 Ta h·y xÐt tr−êng hîp hai bé sè 1 2( ; ; ... ; )nA A A  vµ 1 2( ; ; ... ; )nB B B  tØ 

lÖ, nh−ng hai bé sè 1 2 1( ; ; ... ; ; )n nA A A A  vµ 1 2 1( ; ; ... ; ; )n nB B B B  

kh«ng tØ lÖ. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ : cã sè t sao cho   1 1 2 2, ,..., n nA tB A tB A tB  

nh−ng  1 1n nA tB . Trong tr−êng hîp ®ã, ta viÕt : 




   1 2 1

1 2 1
... n n

n n

A A A A

B B B B
. 

VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai mÆt ph¼ng 

Trong kh«ng gian Oxyz cho hai mÆt ph¼ng () vµ (') lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh : 

   
   

( ) : 0

( ') : ' ' ' ' 0 ;

Ax By Cz D

A x B y C z D




 

chóng lÇn l−ît cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ ( ; ; )n A B C


 vµ '( ' ; ' ; ')n A B C


. 

?1  NÕu : : ' : ' : 'A B C A B C  th× ta cã thÓ nãi g× vÒ hai vect¬ ( ; ; )n A B C


 

vµ ' ( ' ; ' ; ')n A B C


 vµ do ®ã nãi g× vÒ vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai mÆt ph¼ng 

() vµ (') ? 

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp : : ' : ' : 'A B C A B C  hay  
' ' '

A CB

A B C
. 

4  

H·y xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai mÆt ph¼ng () vµ (')  trong mçi tr−êng hîp sau : 

 a) 
' ' ' '

A B C D

A B C D
    ;         b) 

' ' ' '

A B C D

A B C D
   . 

Tãm l¹i ta cã : 

Cho hai mÆt ph¼ng () vµ (') lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh : 

 () : Ax + By + Cz + D = 0 

 (') : A'x + B'y + C'z + D' = 0. 

a) Hai mÆt ph¼ng ®ã c¾t nhau khi vµ chØ khi A : B : C  A' : B' : C'. 

b) Hai mÆt ph¼ng ®ã song song khi vµ chØ khi 

 
A B C D

A' B' C' D'
   .  

c) Hai mÆt ph¼ng ®ã trïng nhau khi vµ chØ khi 

 
A B C D

A' B' C' D'
   . 
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?2  Hai mÆt ph¼ng () vµ (') nãi trªn vu«ng gãc víi nhau khi nµo ? 

5  

Cho hai mÆt ph¼ng  () : 2x  my + 10z + m + 1 = 0 

        () : x  2y + (3m + 1)z  10 = 0. 

H·y t×m gi¸ trÞ cña m ®Ó :  

a) Hai mÆt ph¼ng ®ã song song ; 

b) Hai mÆt ph¼ng ®ã trïng nhau ; 

c) Hai mÆt ph¼ng ®ã c¾t nhau ; 

d) Hai mÆt ph¼ng ®ã vu«ng gãc víi nhau. 

4. Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm tíi mét mÆt ph¼ng 

Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) vµ mÆt ph¼ng () cã 

ph−¬ng tr×nh : Ax + By + Cz + D = 0. Hoµn toµn t−¬ng tù nh− c«ng thøc 

tÝnh kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm tíi mét ®−êng th¼ng trong h×nh häc ph¼ng, 

ta cã c«ng thøc sau ®©y vÒ kho¶ng c¸ch d(M0, ()) tõ ®iÓm M0 tíi mp() : 

 d(M0, ()) =
0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

  

 
. 

6  

TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh lÇn l−ît lµ : 

3x  y + 2z  6 = 0   vµ   6x  2y + 4z + 4 = 0. 

VÝ dô 3. Cho tø diÖn OABC cã ba c¹nh OA, 

OB, OC ®«i mét vu«ng gãc, OA = a, OB = b, 

OC = c. TÝnh ®é dµi ®−êng cao cña tø diÖn 

kÎ tõ O. 

Gi¶i 

V× ba c¹nh OA, OB, OC ®«i mét vu«ng gãc 

nªn ta cã thÓ chän hÖ to¹ ®é cã gèc 

lµ O vµ cã A = (a ; 0 ; 0), B = (0 ; b ; 0), 

C = (0 ; 0 ; c) (h.64). Khi ®ã mp(ABC) cã 

ph−¬ng tr×nh theo ®o¹n ch¾n lµ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 64 



 88 

1 0
x y z

a b c
    . 

ChiÒu cao h cÇn t×m lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm O tíi mp(ABC) nªn  

h = 

2 2 2

0 0 0 1

1 1 1

a b c

  


 
 

2 2 2 2 2 2

abc

b c c a a b 
.    ■ 

VÝ dô 4. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' c¹nh a. Trªn c¸c c¹nh AA', BC, 

C'D' lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm M, N, P sao cho AM = CN = D'P = t, víi 0 < t < a. 

Chøng minh r»ng mp(MNP) song song víi mp(ACD') vµ tÝnh kho¶ng c¸ch 

gi÷a hai mÆt ph¼ng ®ã. 

Gi¶i 

Chän hÖ to¹ ®é Oxyz cã gèc O trïng víi 

D, c¸c trôc Ox, Oy, Oz lÇn l−ît ®i qua A, 

C vµ D' nh− ë h×nh 65. Khi ®ã : 

A = (a ; 0 ; 0), C = (0 ; a ; 0), D' = (0 ; 0 ; a), 

M = (a ; 0 ; t), N = (t ; a ; 0), P = (0 ; t ; a). 

Ph−¬ng tr×nh theo ®o¹n ch¾n cña 

mp(ACD') lµ : 

1
x y z

a a a
    hay x + y + z  a = 0. 

MÆt ph¼ng ®ã cã vect¬ ph¸p tuyÕn n


 = (1 ; 1 ; 1). 

MÆt kh¸c, mp(MNP) cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ ' ,n MN MP   
  

.  

Ta cã   ( ; ; )MN t a a t  


 ; ( ; ; )MP a t a t  


. 

Tõ ®ã ta t×m ®−îc to¹ ®é cña 'n


 lµ 

2 2' (n a t at  


 ; 2 2a t at   ; 2 2 )a t at  . 

Bëi vËy hai vect¬ n


 vµ 'n


 cïng ph−¬ng ; ngoµi ra dÔ thÊy ®iÓm M kh«ng 

n»m trªn mp(ACD') ; do ®ã mp(MNP) // mp(ACD'). 

H×nh 65 
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Kho¶ng c¸ch d gi÷a hai mÆt ph¼ng ®ã b»ng kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M cña 

mp(MNP) tíi mp(ACD') nªn ta cã 

 d =
2 2 2

0 3

31 1 1

a t a t  


 
.    ■ 

C©u hái vµ bµi tËp 

15. Trong mçi tr−êng hîp sau, viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng : 

a) §i qua ba ®iÓm M(2 ; 0 ; 1), N(1 ; 2 ; 3), P(0 ; 1 ; 2) ; 

b) §i qua hai ®iÓm A(1 ; 1 ;1), B(5 ; 2 ; 1) vµ song song víi trôc Oz ; 

c) §i qua ®iÓm (3 ; 2 ;1) vµ song song víi mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh 

x  5y + z = 0 ; 

d) §i qua hai ®iÓm A(0 ; 1 ; 1), B(1 ; 0 ; 2) vµ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

1 0x y z     ; 

e) §i qua ®iÓm M(a ; b ; c) (víi abc ≠ 0) vµ song song víi mét mÆt ph¼ng to¹ ®é ; 

g) §i qua ®iÓm G(1 ; 2 ; 3) vµ c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c ®iÓm A, B, C sao 

cho G lµ träng t©m tam gi¸c ABC ; 

h) §i qua ®iÓm H(2 ; 1 ; 1) vµ c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c ®iÓm A, B, C sao 

cho H lµ trùc t©m cña tam gi¸c ABC. 

16. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña mçi cÆp mÆt ph¼ng cho bëi c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

 a) x + 2y  z + 5 = 0  vµ  2x + 3y  7z  4 = 0 ; 

 b) x  2y + z  3 = 0  vµ  2x  y + 4z  2 = 0 ; 

 c) x + y + z  1 = 0  vµ  2x + 2y + 2z + 3 = 0 ; 

 d) 3x  2y + 3z + 5 = 0  vµ  9x  6y  9z  5 = 0 ; 

 e) x  y + 2z  4 = 0  vµ  10x  10y + 20z  40 = 0. 

17. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña m vµ n ®Ó mçi cÆp mÆt ph¼ng sau ®©y song song : 

a) 2x + ny + 2z + 3 = 0  vµ  mx + 2y  4z + 7 = 0 ; 

b) 2x + y + mz  2 = 0  vµ  x + ny + 2z + 8 = 0. 
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18. Cho hai mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh lµ 

2x  my + 3z  6 + m = 0 

vµ     (m + 3)x  2y + (5m + 1)z  10 = 0. 

Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× : 

a) Hai mÆt ph¼ng ®ã song song ; 

b) Hai mÆt ph¼ng ®ã trïng nhau ; 

c) Hai mÆt ph¼ng ®ã c¾t nhau ; 

d) Hai mÆt ph¼ng ®ã vu«ng gãc ? 

19. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu hai mÆt ph¼ng () vµ (') trong mçi tr−êng 

hîp sau :  

a) () : 2x  y + 4z + 5 = 0,    (') : 3x + 5y  z  1 = 0 ; 

b) () : 2x + y  2z  1 = 0,    (') : 6x  3y + 2z  2 = 0 ; 

c) () : x + 2y + z  1 = 0,     (') : x + 2y + z + 5 = 0. 

20. T×m kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng  

Ax + By + Cz + D = 0   vµ  Ax + By + Cz + D' = 0  

víi D  D'. 

21. T×m ®iÓm M trªn trôc Oz trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) M c¸ch ®Òu ®iÓm A(2 ; 3 ; 4) vµ mÆt ph¼ng 2x + 3y + z  17 = 0 ; 

b) M c¸ch ®Òu hai mÆt ph¼ng x + y  z + 1 = 0 vµ x  y + z + 5 = 0. 

22. Cho tø diÖn OABC cã c¸c tam gi¸c OAB, OBC, OCA lµ nh÷ng tam gi¸c 

vu«ng ®Ønh O. Gäi , ,  lÇn l−ît lµ gãc gi÷a mÆt ph¼ng (ABC) vµ c¸c mÆt 

ph¼ng (OBC), (OCA), (OAB). B»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é, h·y chøng minh : 

a) Tam gi¸c ABC cã ba gãc nhän ; 

b) 2 2 2cos cos cos 1     . 

23. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng song song víi mÆt ph¼ng 4x + 3y – 12z + 1 = 0 

vµ tiÕp xóc víi mÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh : 

x
2
 + y

2
 + z

2
  2x  4y – 6z  2 = 0. 
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p h−¬ng tr×nh ®−ê n g  t h ¼ n g  

 

1. Ph−¬ng tr×nh tham sè vμ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng  

Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®−êng th¼ng d ®i 

qua ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) vµ cã vect¬ chØ 

ph−¬ng ( ; ; )u a b c


 (h.66). V× 0u 
 

 nªn ta ph¶i 

cã 2 2 2 0a b c   . 

Ta biÕt r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ®iÓm 

 ; ;M x y z  n»m trªn ®−êng th¼ng d lµ vect¬ 

0M M


 cïng ph−¬ng víi vect¬ u


, tøc lµ cã sè 

t  sao cho  0M M tu
 

. Chó ý r»ng 

0 0 0 0( ; ; )M M x x y y z z   


 

nªn ®iÒu kiÖn nãi trªn t−¬ng ®−¬ng víi :  

0

0

0

, .

x x at

y y bt t

z z ct

 
   
  

           (1) 

HÖ ph−¬ng tr×nh (1) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d 

víi tham sè t. Víi mçi t  ,  hÖ ph−¬ng tr×nh trªn cho ta to¹ ®é (x ; y ; z) 

cña mét ®iÓm n»m trªn d. 

Ng−îc l¹i, mçi hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng (1) víi a
2
 + b

2
 + c

2
 > 0 ®Òu lµ ph−¬ng 

tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d ®i qua ®iÓm (x0 ; y0 ; z0) vµ cã vect¬ chØ 

ph−¬ng lµ ( ; ; )u a b c


. 

Tõ nay, ®Ó ®¬n gi¶n, trong ph−¬ng tr×nh (1) ta kh«ng viÕt t  .  

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 66 
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1  

Cho ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh tham sè : 

1 2

2

2 .

x t

y t

z t

 
  
 

 

a) H·y t×m to¹ ®é mét vect¬ chØ ph−¬ng cña d. 

b) X¸c ®Þnh to¹ ®é cña c¸c ®iÓm thuéc d øng víi gi¸ trÞ t = 0, t = 1, t = 2. 

c) Trong c¸c ®iÓm A(3 ; 1 ; 2), B(3 ; 4 ; 2), C(0 ; 2,5 ; 1), ®iÓm nµo thuéc d, ®iÓm 
nµo kh«ng ?  

XÐt ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh tham sè (1). 

Trong tr−êng hîp abc  0, b»ng c¸ch khö t tõ c¸c ph−¬ng tr×nh cña hÖ (1), 
ta ®−îc : 

0 0 0x x y y z z

a b c

  
  , víi abc  0.      (2) 

HÖ ph−¬ng tr×nh (2) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng d. 

Ng−îc l¹i, mçi hÖ ph−¬ng tr×nh nh− thÕ ®Òu lµ ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña mét 

®−êng th¼ng hoµn toµn x¸c ®Þnh, ®ã lµ ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm (x0 ; y0 ; z0) 

vµ cã mét vect¬ chØ ph−¬ng lµ ( ; ; ).u a b c


  

2  

Cho hai mÆt ph¼ng    vµ  '  cã ph−¬ng tr×nh : 

 
 

: 2 2 4 0

' : 2 5 0.

x y z

x y z





   

   
 

a) H·y gi¶i thÝch t¹i sao hai mÆt ph¼ng    vµ  '  c¾t nhau. 

b) Gäi d lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng    vµ  ' . H·y t×m to¹ ®é cña mét 

®iÓm thuéc d vµ x¸c ®Þnh to¹ ®é cña mét vect¬ chØ ph−¬ng cña d. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè vµ chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng d. 

2. Mét sè vÝ dô  

VÝ dô 1. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d ®i qua hai ®iÓm 

ph©n biÖt A(1 ; 0 ; 2) vµ A'(2 ; 1 ; 1).  

Gi¶i  

Vect¬ ' (1 ; 1 ; 3)AA


 lµ mét vect¬ chØ ph−¬ng cña d, ngoµi ra d ®i qua ®iÓm A 

nªn d cã ph−¬ng tr×nh tham sè lµ  
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1

2 3 .

 
 
   

x t

y t

z t

     

VÝ dô 2. Trong kh«ng gian to¹ ®é ,Oxyz  cho tø diÖn ABCD víi 

 0 ; 0 ; 2A  ,  3 ; 0 ; 5B  ,  1 ; 1 ; 0C  ,  4 ; 1 ; 2D  . 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng cao tø diÖn ABCD h¹ tõ D. 

b) T×m to¹ ®é h×nh chiÕu H cña D trªn mÆt ph¼ng  ABC . 

Gi¶i 

a) Ta cã  3 ; 0 ; 3AB 


,  1 ; 1 ; 2AC  


.  

V×  , 3 ; 9 ; 3AB AC    
 

 nªn mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABC) 

lµ   1 ; 3 ; 1n   


. 

VËy ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng cao d h¹ tõ D cña tø diÖn lµ  

4

: 1 3

2 .

x t

d y t

z t

 
  
  

 

b) MÆt ph¼ng  ABC  cã vect¬ ph¸p tuyÕn  1 ; 3 ; 1n   


 vµ ®i qua 

 0 ; 0 ; 2A  nªn cã ph−¬ng tr×nh lµ 

     1 0 3 0 1 2 0x y z       

hay 3 2 0x y z    . 

H×nh chiÕu H cña D trªn mÆt ph¼ng  ABC  lµ giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng d 

víi mÆt ph¼ng  ABC . §Ó t×m to¹ ®é ®iÓm H, ta gi¶i hÖ gåm c¸c ph−¬ng 

tr×nh cña ®−êng th¼ng d vµ mp  ABC  : 

 

4

1 3

2

3 2 0.

x t

y t

z t

x y z

 
  
  
    

 

■ 
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Thay c¸c gi¸ trÞ cña , ,x y z  trong ba ph−¬ng tr×nh ®Çu vµo ph−¬ng tr×nh 

cuèi, ta cã    4 3 1 3 2 2 0t t t       .  Tõ ®ã suy ra 
1

11
t     Do ®ã 

 

   
   

   

1 43
4

11 11

3 14
1

11 11

1 23
2 .

11 11

x

y

z

   

VËy  
43 14 23

; ;
11 11 11

H
   
 

. ■ 

VÝ dô 3. Cho hai mÆt ph¼ng () vµ ( ')  lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh 

x + 2y  z + 1 = 0   vµ   x + y + 2z + 3 = 0. 

Chøng tá r»ng hai mÆt ph¼ng ®ã c¾t nhau vµ viÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña 

giao tuyÕn hai mÆt ph¼ng ®ã.  

Gi¶i 

Hai mÆt ph¼ng ®· cho c¾t nhau v× bé ba sè (1 ; 2 ; 1) kh«ng tØ lÖ víi bé ba 

sè (1 ; 1 ; 2).  

Gäi d lµ ®−êng th¼ng giao tuyÕn cña chóng. §−êng th¼ng d gåm c¸c ®iÓm 

M(x ; y ; z) võa thuéc () võa thuéc (') nªn to¹ ®é cña M lµ nghiÖm cña hÖ :  

       
2 1 0

2 3 0.

x y z

x y z

   
    

        (1) 

B©y giê ta cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña d b»ng mét trong c¸c c¸ch 

sau ®©y : 

C¸ch 1. T×m to¹ ®é mét ®iÓm A thuéc d vµ mét vect¬ chØ ph−¬ng cña nã råi 

viÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña d. 

Cô thÓ lµ, trong hÖ (1) cho 0z   råi t×m x vµ y, ta ®−îc 5, 2x y   . 

VËy ®iÓm  5 ; 2 ; 0A   thuéc d. 

Gäi  1 1 ; 2 ; 1n  


 lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng   ,   2 1 ; 1 ; 2n 


 

lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng  ' . §−êng th¼ng d vu«ng gãc víi hai 

vect¬ 1n


 vµ 2n


 nªn nã cã vect¬ chØ ph−¬ng lµ 1 2,u n n   
  

 =  (5 ; 3 ; 1). 
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VËy, ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d lµ  

5 5

2 3

.

x t

y t

z t

  
  
  

 

C¸ch 2. T×m to¹ ®é hai ®iÓm ph©n biÖt A vµ A' thuéc d råi viÕt ph−¬ng 

tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ®ã.  

Cô thÓ lµ : Trong hÖ (1) cho z = 0, ta t×m ®−îc 5, 2x y   . VËy ®iÓm 

A(5 ; 2 ; 0) thuéc d.  

L¹i cho z = 1, ta ®−îc x = 10, y = 5. VËy A'(10 ; 5 ; 1) còng thuéc d.  

Vect¬ chØ ph−¬ng cña d lµ ' ( 5 ; 3 ; 1)AA  


 nªn d cã ph−¬ng tr×nh tham sè lµ : 

         

10 5

5 3

1 .

x t

y t

z t

  
  
  

 

C¸ch 3. Trong hÖ (1) cho z = t råi t×m x vµ y theo t, ta ®−îc 

       

5 5

2 3

.

x t

y t

z t

  
  
 

 

§ã còng lµ ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d. ■ 

VÝ dô 4. Cho hai ®−êng th¼ng d1 vµ d2 lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh lµ 

d1 : 1 4

6 6

x t

y t

z t


   
  

  vµ  d2 : 
1 2 .

2 1 5

yx z  


 

ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng d3 ®i qua ®iÓm M(1 ; 1 ; 2), 

vu«ng gãc víi c¶ d1 vµ d2. 

Gi¶i 

C¸c ®−êng th¼ng d1 vµ d2 lÇn l−ît cã vect¬ chØ ph−¬ng lµ  

1(1 ; 4 ; 6)u 


 vµ 2(2 ; 1 ; 5).u 
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§−êng th¼ng 3d  vu«ng gãc víi c¶ d1 vµ d2 nªn mét vect¬ chØ ph−¬ng cña 

3d  lµ 3 1 2,u u u   
  

. Ta tÝnh ®−îc  3 14; 17; 9u 


 vµ do ®ã, 3d  cã ph−¬ng 

tr×nh chÝnh t¾c lµ  

 
11 2

14 17 9

yx z   . ■ 

3. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng 

Trong kh«ng gian, cho ®−êng th¼ng d ®i qua ®iÓm M0, cã vect¬ chØ ph−¬ng 

u


 vµ ®−êng th¼ng d' ®i qua ®iÓm 0M , cã vect¬ chØ ph−¬ng 'u


. Dùa vµo ba 

vect¬ , 'u u
 

 vµ 0 0M M


, ta cã thÓ biÕt ®−îc vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng 

th¼ng d vµ d'. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 67 

Cô thÓ lµ : 

a) d vµ d' trïng nhau khi vµ chØ khi ba vect¬ , 'u u
 

 vµ 0 0M M


 ®«i mét cïng 

ph−¬ng (h.67a). 

b) d // d' khi vµ chØ khi u


 vµ 'u


 cïng ph−¬ng nh−ng kh«ng cïng ph−¬ng víi 

0 0M M


 (h.67b). 
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c) d vµ d' c¾t nhau khi vµ chØ khi u


 vµ 'u


 kh«ng cïng ph−¬ng, ®ång thêi 

ba vect¬ , 'u u
 

 vµ 0 0M M


 ®ång ph¼ng (h.67c). 

d) d vµ d' chÐo nhau khi vµ chØ khi d, d' kh«ng ®ång ph¼ng, hay khi vµ chØ 

khi ba vect¬ , 'u u
 

 vµ 0 0M M


 kh«ng ®ång ph¼ng (h.67d). 

VËy ta cã :  

d vµ d' trïng nhau  '
0 0, ' vµ ®«i mét cïng ph−¬ng u u M M

 
  

   0 0', ' , 0.u u u M M       
    

 

d // d' 

0 0 0 0

, ' 0vµ ' cïng ph−¬ng

vµ ' kh«ng cïng ph−¬ng ', 0.

      
     

u uu u

u M M u M M

   

        

d vµ d' c¾t nhau 
 
 0 0

vµ ' kh«ng cïng ph−¬ng

, ' vµ ' ®ång ph¼ng

u u

u u M M

 

     

0 0

, ' 0

, ' . ' 0 .

    
   

u u

u u M M

  

     

d vµ d' chÐo nhau  0 0, ' vµ ' kh«ng ®ång ph¼ngu u M M
  

 

0 0, ' . 0u u M M    
  

.  

? Khi nµo hai ®−êng th¼ng d vµ 'd  nãi trªn vu«ng gãc víi nhau ? 

VÝ dô 5. Trong kh«ng gian Oxyz, xÐt cÆp ®−êng th¼ng dm, d'm cã ph−¬ng 

tr×nh lµ  

:md  

1

2

1 3

x mt

y m t

z m t

 
  
   

    ' :md  

2 '

'

1 '.

 
 
   

x m t

y mt

z m t

 

X¸c ®Þnh vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng ®ã tuú theo gi¸ trÞ cña m. 
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Gi¶i 

§−êng th¼ng dm ®i qua ®iÓm M(1 ; m ; 1  m) vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng lµ 

( ; 2 ; 3)u m 


. §−êng th¼ng d'm ®i qua ®iÓm M'(m ; 0 ; 1  m) vµ cã vect¬ chØ 

ph−¬ng lµ ' ( 2 ; ; 1)u m 


. Ta cã ' ( 1 ; ; 0)MM m m  


. 

Tõ ®ã ta tÝnh ®−îc 

   
2, ' . ' 4u u MM m

  
  7m  2 = 4(m  2)

1

4
m
  
 

. 

VËy : 

NÕu 2m   vµ 
1

4
m    th× hai ®−êng th¼ng ®· cho chÐo nhau ; 

NÕu m = 2 th× (2 ; 2 ; 3)u  


 vµ ' ( 2 ; 2 ; 1)u  


 kh«ng cïng ph−¬ng, 

suy ra hai ®−êng th¼ng ®· cho c¾t nhau ; 

NÕu m = 
1

4
 th× 

1
; 2 ; 3

4
u

    
 


 vµ 

1
' 2 ; ; 1

4
u

    
 


 còng kh«ng 

cïng ph−¬ng, suy ra hai ®−êng th¼ng ®· cho c¾t nhau.    ■ 

  Chó ý 
NÕu biÕt ph−¬ng tr×nh cña hai ®−êng th¼ng d vµ d' th× ta còng cã 

thÓ xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a chóng b»ng c¸ch gi¶i hÖ gåm c¸c 

ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh d vµ d’ ®Ó t×m giao ®iÓm. 

NÕu hÖ ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt th× d vµ d' c¾t nhau. 

NÕu hÖ ph−¬ng tr×nh cã v« sè nghiÖm th× d vµ d' trïng nhau. 

NÕu hÖ ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm th× d vµ d' song song hoÆc chÐo 

nhau, song song nÕu hai vect¬ chØ ph−¬ng cña chóng cïng 

ph−¬ng, chÐo nhau nÕu hai vect¬ ®ã kh«ng cïng ph−¬ng. 

VÝ dô 6. Cho ®−êng th¼ng d lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng 

  : x + y = 0   vµ    ' :  2x  y + z  15 = 0 

vµ ®−êng th¼ng d' cã ph−¬ng tr×nh  

1

2 2

3.

x t

y t

z

 
  
 

 

X¸c ®Þnh vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng d vµ d'.  
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Gi¶i 

C¸ch 1 

Trong hÖ gåm hai ph−¬ng tr×nh cña hai mÆt ph¼ng    vµ  ' , ta cho 

0x   th× y = 0 vµ z = 15. VËy ®iÓm M(0 ; 0 ; 15) n»m trªn d. 

L¹i cho x = 1 th× y = 1 vµ z = 12. VËy ®iÓm N(1 ; 1 ; 12) n»m trªn d. 

Nh− vËy d lµ ®−êng th¼ng ®i qua M vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng  

(1 ; 1 ; 3)u MN   
 

. 

§−êng th¼ng d' ®i qua M'(1 ; 2 ; 3) vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng  

' ( 1 ; 2 ; 0)u  


. 

Ta cã ' (1 ; 2 ; 12)MM  


. 

DÔ thÊy r»ng ' 4 3 'MM u u 
  

, tøc lµ ba vect¬ , ', 'u u MM
  

 ®ång ph¼ng. 

Ngoµi ra hai vect¬ , 'u u
 

 kh«ng cïng ph−¬ng. 

Tõ ®ã suy ra hai ®−êng th¼ng d vµ d' c¾t nhau. 

C¸ch 2 

MÆt ph¼ng () cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ  1 1 ; 1 ; 0n


. 

MÆt ph¼ng (') cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ  2 2 ; 1 ;1n 


. 

Do ®ã, vect¬ chØ ph−¬ng cña d lµ 1 2,   u n n
  

 1 ; 1 ; 3   . 

§−êng th¼ng d’ cã vect¬ chØ ph−¬ng lµ  ' 1 ; 2 ; 0u  


. 

Ta cã  , ' 6 ; 3 ; 1 0u u    
  

. 

MÆt kh¸c, ®iÓm  0 0 ; 0 ; 15 ,M d  ®iÓm  '
0 1 ; 2 ; 3 ',M d  

 0 0
' 1 ; 2 ; 12M M  


. 

Ta suy ra   0 0
', ' . 0u u M M   

 
. 

VËy hai ®−êng th¼ng d vµ d' c¾t nhau. 
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C¸ch 3 

§Ó t×m to¹ ®é giao ®iÓm cña d vµ d', ta gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh sau ®©y : 

0

2 15 0

1

2 2

3.

x y

x y z

x t

y t

z

 
      
  



 

B»ng c¸ch thay c¸c gi¸ trÞ cña x, y, z ë ba ph−¬ng tr×nh cuèi vµo hai ph−¬ng 

tr×nh ®Çu cña hÖ, ta ®−îc 

2(1 ) (2 2 ) 3 15 0

1 2 2 0

4 12 0
3.

3 0



     
    

 
     

t t

t t

t
t

t

 

Khi ®ã x = 4, y =  4, z = 3. 

VËy hai ®−êng th¼ng d vµ d' c¾t nhau t¹i ®iÓm (4 ;  4 ; 3). ■ 

4. Mét sè bμi to¸n vÒ tÝnh kho¶ng c¸ch 

Ta ®· cã c¸c c«ng thøc ®Ó tÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm vµ kho¶ng c¸ch 

tõ mét ®iÓm tíi mét mÆt ph¼ng. B©y giê, ta xÐt kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm 

tíi mét ®−êng th¼ng vµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau. 

Bµi to¸n 1. TÝnh kho¶ng c¸ch h tõ mét 

®iÓm M ®Õn ®−êng th¼ng d ®i qua ®iÓm 

0M  vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng u


.  

C¸ch gi¶i 

Gäi U lµ ®iÓm sao cho 0M U u
 

 (h.68). 

NÕu M d  th× diÖn tÝch S cña h×nh b×nh 

hµnh cã hai c¹nh M0M vµ M0U lµ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 68 
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S = 0 0 0, ,M M M U M M u      
   

. 

V× kho¶ng c¸ch h cÇn t×m lµ chiÒu cao cña h×nh b×nh hµnh øng víi c¹nh 

M0U nªn ta cã 

 
0 ,

.
M M u

h
u

  

 

  

NÕu M d  th× hiÓn nhiªn h = 0 vµ c«ng thøc nãi trªn vÉn ®óng.  ■ 

3  

TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm  4 ; 3 ; 2M   ®Õn ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh 

2 2

3 2 1

x y z 
 


. 

Bµi to¸n 2. TÝnh kho¶ng c¸ch h gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau 1d  vµ 2d , 

biÕt 1d  ®i qua ®iÓm 1M  vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng 1u


; 2d  ®i qua ®iÓm 2M  vµ 

cã vect¬ chØ ph−¬ng 2u


. 

C¸ch gi¶i (h.69) 

LÊy c¸c ®iÓm U1 vµ U2 sao cho 

1 1 1 2 2 2;M U u M U u 
   

. XÐt h×nh hép 

cã ba c¹nh lµ M1U1, M2U2, M1M2. Ta 

biÕt r»ng thÓ tÝch V cña h×nh hép ®ã lµ 

1 1 2 2 1 2, .V M U M U M M   
  

  

 = 1 2 1 2, . .u u M M  
  

 

 

NÕu ta xem M1M2 lµ c¹nh bªn cña h×nh hép ®ã th× diÖn tÝch mÆt ®¸y cña 

h×nh hép lµ S = 1 2,u u 
 
 

. Khi ®ã, kho¶ng c¸ch h gi÷a hai ®−êng th¼ng d1 

vµ d2 chÝnh lµ chiÒu cao cña h×nh hép. VËy ta cã : 

h = 
1 2 1 2

1 2

, .

,

u u M M

u u

 
 

 
 

  

  .   ■ 

H×nh 69 
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4  

H·y tÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau 
1 2
,d d  cã ph−¬ng tr×nh 

nh− sau : 

1

1 6
:

1 2 3

x y z
d

 
    vµ  2

1

: 2

3 .

x t

d y t

z t

 
   
  

 

C©u hái vµ bµi tËp 

24. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè vµ chÝnh t¾c (nÕu cã) cña c¸c ®−êng th¼ng 

sau ®©y : 

a) C¸c trôc täa ®é Ox, Oy vµ Oz ; 

b) C¸c ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) (víi 0 0 0. . 0x y z  ) vµ song 

song víi mçi trôc to¹ ®é ; 

c) §−êng th¼ng ®i qua M(2 ; 0 ; 1) vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng ( 1 ; 3 ; 5)u 


 ; 

d) §−êng th¼ng ®i qua N(2 ; 1 ; 2) vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng (0 ; 0 ; 3)u


 ; 

e) §−êng th¼ng ®i qua N(3 ; 2 ; 1) vµ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

2x  5y + 4 = 0 ; 

g) §−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm P(2 ; 3 ; 1) vµ Q(1 ; 2 ; 4). 

25. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè, chÝnh t¾c (nÕu cã) cña c¸c ®−êng th¼ng sau ®©y : 

a) §−êng th¼ng ®i qua ®iÓm (4 ; 3 ; 1) vµ song song víi ®−êng th¼ng cã 
ph−¬ng tr×nh : 

 

1 2

3

3 2 .

x t

y t

z t

 
  
  

  

 b) §−êng th¼ng ®i qua ®iÓm (2 ; 3 ; 1) vµ song song víi ®−êng th¼ng cã 

ph−¬ng tr×nh : 

12 2

2 1 3

yx z   . 

26. ViÕt ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®−êng th¼ng  

d : 
21 3

2 3 1

yx z     

trªn mçi mÆt ph¼ng to¹ ®é. 
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27. Cho ®−êng th¼ng d : 8 4

3 2

x t

y t

z t


  
  

 vµ mÆt ph¼ng (P) : x + y + z  7 = 0. 

a) T×m mét vect¬ chØ ph−¬ng cña d vµ mét ®iÓm n»m trªn d. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua d vµ vu«ng gãc víi mp(P). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña d trªn mp(P).  

28. X¸c ®Þnh vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a c¸c cÆp ®−êng th¼ng d vµ d' cho bëi 

ph−¬ng tr×nh : 

a) d : 
1 3

7
2 4

x z
y

     ;     d' : 
13 2

.
6 2 1

yx z  


 

b) d : 3 4

3 3


   
   

x t

y t

z t

  
d' lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng :  

 ( ) : 0x y z    , 

 ( ) : 2 2 0' x y z    . 

29. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua A(1 ; 1 ; 1) vµ c¾t c¶ hai ®−êng 

th¼ng sau ®©y : 

 d : 

 
 
  

1 2

3 ;

x t

y t

z t

    d' : 

'

1 2 '

2 '.


   
  

x t

y t

z t

 

30. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng song song víi ®−êng th¼ng d1 vµ c¾t c¶ hai 

®−êng th¼ng d2 vµ d3, biÕt ph−¬ng tr×nh cña d1, d2 vµ d3 lµ : 

 d1 : 

1

2 4

1

x

y t

z t


   
  

 ;  d2 : 
21 2

1 4 3

yx z    ;  d3 : 

4 5 '

7 9 '

'.

x t

y t

z t

  
   
 

 

31. Cho hai ®−êng th¼ng : 

 d1 : 

8

5 2

8

x t

y t

z t

 
  
  

  vµ  d2 : 
13 1

.
7 2 3

yx z    

a) Chøng tá r»ng hai ®−êng th¼ng ®ã chÐo nhau. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua gèc to¹ ®é O, song song víi c¶ d1 vµ d2. 



 104 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng d1 vµ d2. 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng ®ã. 

32. Cho ®−êng th¼ng d vµ mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh : 

 d : 
12 1

2 3 5

yx z    ;   () : 2x + y + z  8 = 0. 

a) T×m gãc gi÷a d vµ (). 

b) T×m to¹ ®é giao ®iÓm cña d vµ (). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña d trªn (). 

33. Cho ®−êng th¼ng  vµ mp(P) cã ph−¬ng tr×nh :  

 : 
21 3

1 2 2

yx z    ;   (P) : 2x + z  5 = 0. 

a) X¸c ®Þnh to¹ ®é giao ®iÓm A cña  vµ (P). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua A, n»m trong (P) vµ vu«ng gãc víi . 

34. a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M(2 ; 3 ; 1) ®Õn ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh : 

12 1

1 2 2

yx z  


. 

 b) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm N(2 ; 3 ; 1) ®Õn ®−êng th¼ng  ®i qua ®iÓm 

0
1 3

; 0 ;
2 4

M
   
 

 vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng  4 ; 2 ; 1u  


. 

35. T×m kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng sau : 

a) d : 

1

1

1

x t

y t

z

 
   
 

  vµ    d' : 

2 3 '

2 3 '

3.

 
   
 

x t

y t

z

 

b) d : 
4 1

1 1 2

y zx   
 

     vµ    d' : 

'

2 3 '

4 3 '.

x t

y t

z t
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¤n tËp ch−¬ n g  I I I  

I - KiÕn thøc cÇn nhí 

1. To¹ ®é cña vect¬ vµ to¹ ®é cña ®iÓm 

+ Vect¬ u


 cã to¹ ®é (x ; y ; z)  u xi y j zk  
   

. 

+ §iÓm M cã to¹ ®é (x ; y ; z) OM xi y j zk  
   

. 

+ NÕu ®iÓm A = (xA ; yA ; zA) vµ ®iÓm B = (xB ; yB ; zB) th× 

 ; ;B A B A B AAB x x y y z z   


. 

2. TÝch v« h−íng vµ tÝch cã h−íng. 

Cho ( ; ; )u x y z


 vµ ( ' ; ' ; ').v x y z


 

+ TÝch v« h−íng cña u


 vµ v


 lµ sè : . ' ' 'u v xx yy zz  
 

. 

+ TÝch cã h−íng cña u


 vµ v


 lµ vect¬ 

     , ; ;
' ' ' ' ' '

y z z x x y
u v

y z z x x y

        

 
. 

Vect¬ ,u v  
 

 vu«ng gãc víi c¶ u


 vµ v


.  

+ Mét sè tÝnh chÊt : u


  v


 . 0u v 
 

 ; 

u


 vµ v


 cïng ph−¬ng  ,u v  
 

 = 0


 ;  

 u


, ,v w
 

 ®ång ph¼ng  ,u v  
 

. 0w 


. 

+ DiÖn tÝch h×nh b×nh hµnh : ,ABCDS AB AD   
 

. 

+ ThÓ tÝch h×nh hép : . ' ' ' ' , . 'ABCD A B C DV AB AD AA   
  

. 

3. Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu. 

Ph−¬ng tr×nh cã d¹ng 

x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0, 

víi ®iÒu kiÖn a
2
 + b

2
 + c

2
 > d, lµ ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu cã t©m (a ; b ; c) vµ 

cã b¸n kÝnh R = 2 2 2a b c d   . 
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4. Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng. 

MÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm (x0 ; y0 ; z0) víi vect¬ ph¸p tuyÕn (A ; B ; C) cã 

ph−¬ng tr×nh : 

 A(x  x0) + B(y  y0) + C(z  z0) = 0. 

Ph−¬ng tr×nh 

Ax + By + Cz + D = 0, víi A
2 

+ B
2 

+ C
2 

> 0 

lµ ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng cã vect¬ ph¸p tuyÕn lµ ( ; ; )n A B C


. 

5. Ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng 

Cho ®−êng th¼ng d ®i qua ®iÓm  0 0 0 0; ;M x y z  vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng 

( ; ; ).u a b c


 Khi ®ã : 

+ Ph−¬ng tr×nh tham sè cña d lµ  

 

0

0

0 .

x x at

y y bt

z z ct

 
  
  

 

+ Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña d (khi 0abc  ) lµ  

0 0 0x x y y z z

a b c

  
  . 

6. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai mÆt ph¼ng 

NÕu () cã ph−¬ng tr×nh Ax + By + Cz + D = 0 vµ (') cã ph−¬ng tr×nh 

' ' ' ' 0A x B y C z D     th×  

+ () vµ (') c¾t nhau khi vµ chØ khi A : B : C  A' : B' : C' ; 

+ () vµ (') song song khi vµ chØ khi 
' ' ' '

A B C D

A B C D
    ; 

+ () vµ (') trïng nhau khi vµ chØ khi 
' ' ' '

A B C D

A B C D
    ; 

+ () vµ (') vu«ng gãc víi nhau khi vµ chØ khi ' ' ' 0AA BB CC   . 

7. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng 

NÕu ®−êng th¼ng d ®i qua ®iÓm M0, cã vect¬ chØ ph−¬ng u


 vµ ®−êng th¼ng 

d' ®i qua ®iÓm 0M , cã vect¬ chØ ph−¬ng 'u


 th× : 

+ d vµ d' trïng nhau         0 0, ' , 0u u u M M
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+ d // d' 

0 0

, ' 0

, 0

u u

u M M

    
    

  

     

+ d vµ d' c¾t nhau 
0 0, ' . 0

, ' 0

u u M M

u u

     
   

  

    

+ d vµ d' chÐo nhau 0 0, ' . 0.    u u M M
  

 

8. Kho¶ng c¸ch 

+ Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm A(xA ; yA ; zA) vµ B(xB ; yB ; zB) lµ 

AB =      2 2 2
.B A B A B Ax x y y z z      

+ Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) ®Õn mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh  

Ax + By + Cz + D = 0 lµ 

d(M0, ()) = 
0 0 0

2 2 2
.

Ax By Cz D

A B C

  

 
 

+ Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M1 ®Õn ®−êng th¼ng  ®i qua M0 vµ cã vect¬ chØ 

ph−¬ng u


 lµ 

d(M1, 
0 1,

) .
M M u

u

   

 

  

+ Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau  vµ ', trong ®ã  ®i qua 

®iÓm M0 vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng u


, cßn ' ®i qua ®iÓm 0'M vµ cã vect¬ chØ 

ph−¬ng 'u


 lµ 

0 0, ' . '
( , ')

, '

u u M M
d

u u

    
  

  

  . 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Cho biÕt to¹ ®é cña hai ®iÓm A, B, lµm thÕ nµo ®Ó t×m : 

a) To¹ ®é cña vect¬ AB


 ; 
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b) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm A vµ B ; 

c) To¹ ®é cña trung ®iÓm ®o¹n th¼ng AB ? 

2. Cho to¹ ®é bèn ®Ønh cña mét h×nh tø diÖn, lµm thÕ nµo ®Ó t×m : 

a) To¹ ®é cña träng t©m tø diÖn ; 

b) To¹ ®é cña t©m vµ b¸n kÝnh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn ; 

c) ThÓ tÝch tø diÖn ; 

d) §é dµi ®−êng cao øng víi mét mÆt cña tø diÖn ? 

3. B»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é, lµm thÕ nµo ®Ó chøng minh : 

a) Hai vect¬ cïng ph−¬ng ; 

b) Ba vect¬ ®ång ph¼ng ; 

c) Ba ®iÓm th¼ng hµng ; 

d) Bèn ®iÓm kh«ng ®ång ph¼ng ? 

4. Trong mçi tr−êng hîp sau, h·y nªu c¸ch viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng : 

a) §i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng ; 

b) §i qua mét ®iÓm vµ vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 

c) §i qua mét ®iÓm vµ song song víi hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cho tr−íc ; 

d) §i qua mét ®−êng th¼ng vµ song song víi mét ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 

e) §i qua mét ®iÓm vµ vu«ng gãc víi hai mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 

g) Chøa hai ®−êng th¼ng song song hoÆc c¾t nhau ; 

h) §i qua mét ®−êng th¼ng vµ vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng cho tr−íc. 

5. Trong mçi tr−êng hîp sau, lµm thÕ nµo ®Ó viÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng : 

a) §i qua mét ®iÓm vµ cã vect¬ chØ ph−¬ng cho tr−íc ; 

b) §i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cho tr−íc ; 

c) §i qua mét ®iÓm vµ vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 

d) §i qua mét ®iÓm vµ song song víi hai mÆt ph¼ng c¾t nhau cho tr−íc ; 

e) §i qua mét ®iÓm vµ c¾t hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cho tr−íc ; 

g) Lµ ®−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cho tr−íc ? 

6. B»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é, lµm thÕ nµo ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ t−¬ng ®èi : 

a) Gi÷a hai mÆt ph¼ng ; 

b) Gi÷a hai ®−êng th¼ng ? 
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7. B»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é, lµm thÕ nµo ®Ó tÝnh kho¶ng c¸ch : 

a) Tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng ; 

b) Tõ mét ®iÓm ®Õn mét ®−êng th¼ng ; 

c) Gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau ; 

d) Gi÷a hai ®−êng th¼ng song song ; 

e) Gi÷a hai mÆt ph¼ng song song ; 

g) Gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng song song víi ®−êng th¼ng ®ã ? 

8. Trong mçi tr−êng hîp sau, lµm thÕ nµo ®Ó x¸c ®Þnh to¹ ®é cña ®iÓm : 

a) Lµ h×nh chiÕu cña mét ®iÓm trªn mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 

b) Lµ h×nh chiÕu cña mét ®iÓm trªn mét ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 

c) §èi xøng víi mét ®iÓm cho tr−íc qua mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ? 

III - Bμi tËp 

1. Cho bèn ®iÓm A(1 ; 6 ; 2), B(4 ; 0 ; 6), C(5 ; 0 ; 4), D(5 ; 1 ; 3). 

a) Chøng minh r»ng bèn ®iÓm ®ã kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) TÝnh thÓ tÝch tø diÖn ABCD. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(BCD). 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A tiÕp xóc víi mp(BCD). T×m to¹ ®é 

tiÕp ®iÓm. 

2. Cho hai ®iÓm A(1 ; 1 ; 2), B(3 ; 1 ; 1) vµ mÆt ph¼ng (P) : x  2y + 3z  5 = 0. 

a) T×m to¹ ®é ®iÓm A' ®èi xøng víi ®iÓm A qua mp(P). 

b) T×m gãc gi÷a ®−êng th¼ng AB vµ mp(P). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®i qua A, B vµ vu«ng gãc víi mp(P). 

d) T×m to¹ ®é giao ®iÓm I cña ®−êng th¼ng AB vµ mp(P). ViÕt ph−¬ng tr×nh 

®−êng th¼ng  n»m trong (P), ®i qua I vµ vu«ng gãc víi AB. 

3. Cho ®−êng th¼ng d vµ mp(P) cã ph−¬ng tr×nh : 

 d : 

2

3

11

3

x t

y t

z t

  
   





   (P) : x  3y + z  1 = 0. 



 110 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng d' lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña d trªn 

mp(P). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng d1 lµ h×nh chiÕu song song cña d trªn 

mp(P) theo ph−¬ng Oz. 

 c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua gèc to¹ ®é O, c¾t d vµ song song 

víi mp(P). 

4. Cho ®iÓm A(2 ; 3 ; 1) vµ hai ®−êng th¼ng : 

d1 : 

2

2

2

x t

y t

z t

  
  
 

    vµ    d2 : 
25

3 1 1

yx z  


. 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(P) ®i qua A vµ d1. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(Q) ®i qua A vµ d2. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng d ®i qua A, c¾t c¶ d1 vµ d2. 

d) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn d2. 

5. Cho hai ®−êng th¼ng : 

d : 
1 6

1 2 3

yx z       vµ    d' : 

1

2

3 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

a) Chøng minh hai ®−êng th¼ng ®ã chÐo nhau. TÝnh gãc gi÷a chóng. 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a d vµ d'. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng vu«ng gãc chung cña d vµ d'. 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng song song víi Oz, c¾t c¶ d vµ d'. 

6. Cho hai ®−êng th¼ng : 

d : 

7 3

2 2

1 2

x t

y t

z t

 
  
  

    vµ   d' : 
21 5

2 3 4

yx z  


. 

 a) Chøng minh r»ng d vµ d' ®ång ph¼ng. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) 

chøa chóng. 

 b) TÝnh thÓ tÝch h×nh tø diÖn giíi h¹n bëi mp(P) vµ ba mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

 c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn nãi trªn. 
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7. Cho hai ®−êng th¼ng : 

d : 3

6

x t

y

z t


 
  

   vµ  d' : 

 
  
  

2 '

1 '

2 '.

x t

y t

z t

 

a) Chøng minh r»ng d, d' chÐo nhau vµ vu«ng gãc víi nhau. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(P) ®i qua d vµ vu«ng gãc víi d', ph−¬ng tr×nh 

mp(Q) ®i qua d' vµ vu«ng gãc víi d. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng vu«ng gãc chung cña d vµ d'. 

8. Cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh : 

(P) : 2x  y + z + 2 = 0  vµ  (Q) : x + y + 2z  1 = 0. 

a) Chøng minh r»ng (P) vµ (Q) c¾t nhau. T×m gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng ®ã. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng d ®i qua A(1 ; 2 ; 3), song song víi c¶ 

(P) vµ (Q). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(R) ®i qua B(1 ; 3 ; 4), vu«ng gãc víi c¶ (P) vµ (Q). 

9. Cho mÆt cÇu (S) cã ph−¬ng tr×nh : x
2
 + y

2
 + z

2
  2x  4y  6z = 0. 

a) T×m to¹ ®é t©m mÆt cÇu vµ tÝnh b¸n kÝnh mÆt cÇu. 

b) Tuú theo gi¸ trÞ cña k, h·y xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña mÆt cÇu (S) vµ mp(P) víi 

(P) : x + y  z + k = 0. 

c) MÆt cÇu c¾t ba trôc , ,Ox Oy Oz  lÇn l−ît t¹i ba ®iÓm A, B, C kh¸c víi gèc 

to¹ ®é O. ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(ABC). 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm B. 

e) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) vµ song song víi 

mÆt ph¼ng (Q) cã ph−¬ng tr×nh 4x + 3y  12z  1 = 0.  

10. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng 1. Trªn c¸c tia AA', AB, 

AD (cã chung gèc A), lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm M, N, P kh¸c A sao cho 

AM = m, AN = n vµ AP = p. 

a) T×m sù liªn hÖ gi÷a m, n vµ p sao cho mp(MNP) ®i qua ®Ønh C' cña h×nh 

lËp ph−¬ng. 

b) Trong tr−êng hîp mp(MNP) lu«n ®i qua C', h·y t×m thÓ tÝch bÐ nhÊt cña 

tø diÖn AMNP. Khi ®ã tø diÖn AMNP cã tÝnh chÊt g× ? 
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IV - C©u hái tr¾c nghiÖm 

1.  Cho ba ®iÓm  2 ; 0 ; 0M ,  0 ; 3 ; 0N  ,  0 ; 0 ; 4P . NÕu MNPQ lµ h×nh 

b×nh hµnh th× to¹ ®é cña ®iÓm Q lµ 

(A)  2 ; 3 ; 4   ; (B)  3 ; 4 ; 2  ;   

(C)  2 ; 3 ; 4  ;  (D)  2 ; 3 ; 4   . 

2.  Cho ba ®iÓm  1 ; 2 ; 0A ,  1 ; 0 ; 1B  ,  0 ; 1 ; 2C  . Tam gi¸c ABC lµ 

(A) Tam gi¸c c©n ®Ønh A ;  (B) Tam gi¸c vu«ng ®Ønh A ; 

(C) Tam gi¸c ®Òu ;  (D) Kh«ng ph¶i nh− (A), (B), (C). 

3.  Cho tam gi¸c ABC cã  1; 0; 1A  ,  0; 2; 3B  ,  2; 1; 0C  . §é dµi 

®−êng cao cña tam gi¸c kÎ tõ C lµ  

(A) 26  ; (B) 
26

2
 ; (C) 

26

3
 ;  (D) 26 . 

4.  Ba ®Ønh cña mét h×nh b×nh hµnh cã to¹ ®é lµ      1 ; 1 ; 1 , 2 ; 3 ; 4 , 6 ; 5 ; 2 . 

DiÖn tÝch cña h×nh b×nh hµnh ®ã b»ng 

(A) 2 83  ; (B) 83  ; (C) 83 ;  (D) 
83

2
. 

5.  Cho      1 ; 0 ; 0 , 0 ; 1 ; 0 , 0 ; 0 ; 1A B C  vµ  2 ; 1 ; 1D   . ThÓ tÝch cña tø 

diÖn ABCD lµ  

(A) 1 ; (B) 2 ; (C) 
1

3
 ;  (D) 

1

2
. 

6.  Cho      1 ; 2 ; 4 , 4 ; 2 ; 0 , 3 ; 2 ; 1A B C      vµ  1 ; 1 ; 1D . §é dµi 

®−êng cao cña tø diÖn ABCD kÎ tõ ®Ønh D lµ  

(A) 3 ; (B) 1 ; (C) 2 ;  (D) 
1

2
. 

7.  Cho bèn ®iÓm      1 ; 1 ; 1 , 1 ; 2 ; 1 , 1 ; 1 ; 2A B C  vµ  2 ; 2 ; 1D . T©m I 

cña mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn ABCD cã to¹ ®é : 

(A) 
3 3 3

; ;
2 2 2

  
 

; (B) 
3 3 3

; ;
2 2 2

 
 
 

; 

(C)  3 ; 3 ; 3 ;  (D)  3 ; 3 ; 3 . 
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8.  B¸n kÝnh cña mÆt cÇu t©m  3 ; 3 ; 4 ,I   tiÕp xóc víi trôc Oy b»ng  

(A) 5 ;   (B) 4 ;  

(C) 5  ;   (D) 
5

2
. 

9.  MÆt cÇu t©m  2 ; 1 ; 1 ,I   tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng to¹ ®é  Oyz  cã ph−¬ng 

tr×nh lµ 

(A)      2 2 2
2 1 1 4x y z       ; 

(B)      2 2 2
2 1 1 1x y z       ; 

(C)      2 2 2
2 1 1 4x y z       ;   

(D)      2 2 2
2 1 1 2.x y z       

10. Cho ba ®iÓm    1 ; 1 ; 3 , 1 ; 3 ; 2A B  vµ  1 ; 2 ; 3C  . MÆt ph¼ng  ABC  

cã ph−¬ng tr×nh lµ  

(A) 2 2 3 0x y z     ;      (B) 2 3 3 0x y z     ; 

(C) 2 2 9 0x y z     ;      (D) 2 2 2 9 0.x y z     

11. Cho ba ®iÓm    1 ; 0 ; 0 , 0 ; 2 ; 0A B  vµ  0 ; 0 ; 3C . Ph−¬ng tr×nh nµo sau 

®©y kh«ng ph¶i lµ ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng  ABC  ? 

(A) 1
2 3

y z
x     ;        (B) 6 3 2 6 0x y z     ; 

(C) 6 3 2 6 0x y z     ;      (D) 12 6 4 12 0.x y z     

12. Cho hai ®iÓm  1 ; 3 ; 4A   vµ  1 ; 2 ; 2B  . Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng trung 

trùc cña ®o¹n AB  lµ  

(A) 4 2 12 17 0x y z     ;     (B) 4 2 12 17 0x y z     ; 

(C) 4 2 12 17 0x y z     ;     (D) 4 2 12 17 0.x y z     
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13. Cho      ; 0 ; 0 , 0 ; ; 0 , 0 ; 0 ; ,A a B b C c  a, b, c lµ nh÷ng sè d−¬ng thay 

®æi sao cho 
1 1 1

2
a b c
   . MÆt ph¼ng  ABC  lu«n ®i qua mét ®iÓm cè 

®Þnh cã to¹ ®é lµ  

(A)  1 ; 1 ; 1  ; (B)  2 ; 2 ; 2  ; 

(C) 
1 1 1

; ;
2 2 2

 
 
 

 ; (D) 
1 1 1

; ;
2 2 2

    
 

. 

14. Cho ®iÓm  1 ; 2 ; 1A   vµ hai mÆt ph¼ng   : 2 4 6 5 0P x y z     vµ 

  : 2 3 0Q x y z   . MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ ®óng ? 

(A) mp  Q  ®i qua A vµ song song víi  P  ; 

(B) mp  Q  kh«ng ®i qua A vµ song song víi  P  ; 

(C) mp  Q  ®i qua A vµ kh«ng song song víi  P  ; 

(D) mp  Q  kh«ng ®i qua A vµ kh«ng song song víi  .P  

15. Cho ®iÓm  1 ; 2 ; 5A  . Gäi M, N, P lµ h×nh chiÕu cña A trªn ba trôc 

, ,Ox Oy Oz . Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng  MNP  lµ  

(A) 1
2 5

y z
x     ; (B) 1

2 5

y z
x    ; 

(C) 0
2 5

y z
x     ;  (D) 1 0.

2 5

y z
x      

16. Cho mÆt cÇu    2 2 2: 2 22 0S x y z x y z        vµ mÆt ph¼ng 

  : 3 2 6 14 0P x y z    . Kho¶ng c¸ch tõ t©m I cña mÆt cÇu  S  tíi mÆt 

ph¼ng  P  lµ 

(A) 1 ; (B) 2 ;  (C) 3 ;    (D) 4. 

17. MÆt ph¼ng  P  c¾t ba trôc , ,Ox Oy Oz  t¹i , ,A B C ; träng t©m tam gi¸c ABC 

lµ   1 ; 3 ; 2G . Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng  P  lµ 

(A) 5 0x y z     ;   (B) 2 3 1 0x y z     ; 

(C) 3 2 1 0x y z     ;  (D) 6 2 3 18 0x y z    . 
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18. Cho h×nh lËp ph−¬ng . ' ' ' 'ABCD A B C D  

cã c¹nh b»ng 1. Gäi M lµ trung ®iÓm 

cña c¹nh BC. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ A tíi 

mÆt ph¼ng  'A MD .  

Mét häc sinh lµm nh− sau : 

B−íc 1. Chän hÖ trôc to¹ ®é nh− h×nh 70. 

KÐo dµi DM c¾t AB t¹i E. Khi ®ã  

   0 ; 0 ; 0 , 2 ; 0 ; 0 ,A E   

   0 ; 1 ; 0 , ' 0 ; 0 ; 1D A  . 

B−íc 2. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng  'A MD  : 

1 2 2 2 0
2 1 1

yx z
x y z        . 

B−íc 3. Kho¶ng c¸ch    2 2
, ' .

31 4 4


 

 
d A A MD  

Bµi gi¶i trªn ®óng hay sai ? NÕu sai th× sai ë b−íc nµo ? 

(A) §óng ;   (B) Sai ë b−íc 1 ;  

(C) Sai ë b−íc 2 ;   (D) Sai ë b−íc 3. 

19. Cho hai ®iÓm  1 ; 1 ; 5A   vµ  0 ; 0 ; 1B . MÆt ph¼ng  P  chøa A, B vµ 

song song víi Oy  cã ph−¬ng tr×nh lµ  

(A) 4 1 0x z    ;   (B) 4 1 0x y z     ;    

(C) 2 5 0x z    ;  (D) 4 1 0.y z    

20. MÆt ph¼ng  P  chøa trôc Oz vµ ®iÓm  2 ; 3 ; 5A   cã ph−¬ng tr×nh lµ 

(A) 2 3 0x y   ;  (B) 2 3 0x y   ;   

(C) 3 2 0x y   ;  (D) 3 2 0.x y z    

H×nh 70 
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21. Cho mÆt ph¼ng  P  cã ph−¬ng tr×nh 1 0x y   . §iÓm (2 ; 1 ; 2)H   lµ 

h×nh chiÕu vu«ng gãc cña gèc to¹ ®é O trªn mét mÆt ph¼ng  Q . Gãc gi÷a 

hai mÆt ph¼ng  P  vµ  Q  b»ng 

(A) o30  ; (B) o45  ; (C) o60  ;  (D) o90 .  

22. Cho ®iÓm  1 ; 2 ; 3A  vµ ®−êng th¼ng 
1

: 3.
3 4

yx
d z

    

Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng  ,A d  lµ 

(A) 23 17 14 0x y z     ; (B) 23 17 14 0x y z     ; 

(C) 23 17 60 0x y z     ;  (D) 23 17 14 0x y z    . 

23. Cho hai ®−êng th¼ng 1
1 3

:
1 2 3

yx z
d

    vµ 


  
  

2

2

: 1 4

2 6 .

x t

d y t

z t

 

Kh¼ng ®Þnh nµo sau ®©y lµ ®óng ? 

(A) 1 2,d d  c¾t nhau ;  (B) 1 2,d d  trïng nhau ; 

(C) 1 2//d d  ;  (D) 1 2,d d  chÐo nhau. 

24. Cho mÆt ph¼ng   : 3 1 0x y z      vµ ®−êng th¼ng 

1

: 2

2 3 .

x t

d y t

z t

 
  
  

 

To¹ ®é giao ®iÓm A cña d vµ    lµ 

(A) A(3 ; 0 ; 4) ;  (B) A(3 ; 4 ; 0) ; 

(C) A(3 ; 0 ; 4) ;  (D) A  3 ; 0 ; 4 . 

25. Cho ®−êng th¼ng 


  
  

2

: 1

2 .

x t

d y t

z t
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Ph−¬ng tr×nh nµo sau ®©y còng lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng d ? 

(A) 

 
  
  

2 2

3 ;

x t

y t

z t

  (B) 

 
   
  

4 2

1

4 ;

x t

y t

z t

   

(C) 

 
  
  

4 2

1

4 ;

x t

y t

z t

  (D) 

2

1

2 .

x t

y t

z t


  
  

 

26. Cho hai ®iÓm  2 ; 3 ; 1A  ,  1 ; 2 ; 4B  vµ ba ph−¬ng tr×nh sau : 

(I) 

 
  
   

2

3

1 5 ;

x t

y t

z t

  (II) 
32 1

1 1 5

yx z  


 ;   (III) 

1

2

4 5 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ ®óng ? 

(A) ChØ cã (I) lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng AB ; 

(B) ChØ cã (III) lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng AB ;   

(C) ChØ cã (I) vµ (II) lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng AB ; 

(D) C¶ (I), (II) vµ (III) ®Òu lµ ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng AB. 

27. Cho ba ®iÓm      1 ; 3 ; 2 , 1 ; 2 ; 1 , 1 ; 1 ; 3A B C . ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng 

th¼ng   ®i qua träng t©m G cña tam gi¸c ABC vµ vu«ng gãc víi mp  ABC . 

Mét häc sinh lµm nh− sau : 

B−íc 1. To¹ ®é träng t©m G cña tam gi¸c ABC lµ 

1 1 1
1

3

3 2 1
2

3

2 1 3
2.

3

G

G

G

x

y

z

   
   


   

 

B−íc 2. Vect¬ ph¸p tuyÕn cña mp  ABC  lµ      , 3 ; 1 ; 0n AB AC
  

. 

B−íc 3. Ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng   lµ 

 
  
 

1 3

2

2.

x t

y t

z
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Bµi gi¶i trªn ®óng hay sai ? NÕu sai th× sai ë b−íc nµo ? 

(A) §óng ;   (B) Sai ë b−íc 1 ;    

(C) Sai ë b−íc 2 ;   (D) Sai ë b−íc 3. 

28. Gäi d lµ ®−êng th¼ng ®i qua gèc to¹ ®é O, vu«ng gãc víi trôc Ox vµ vu«ng 

gãc víi ®−êng th¼ng   : 

 
  
  

1

2

1 3 .

x t

y t

z t

 

Ph−¬ng tr×nh cña d lµ  

(A) 


 
  

3

;

x t

y t

z t

  (B) 


  
  

1

3

;

x

y t

z t

   

(C) 
1 3 1

yx z 


 ;   (D) 

0

3

.


  
 

x

y t

z t

 

29.  Cho ®−êng th¼ng d : 

3 4

1

4 2

x t

y t

z t

 
   
  

 vµ mÆt ph¼ng (P) : x + 2y – z + 3 = 0. 

Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) d song song víi (P) ;  (B) d c¾t (P) ; 

(C) d vu«ng gãc víi (P) ;  (D) d n»m trªn (P). 

30.  Cho ®iÓm  1 ; 1 ; 1A  vµ ®−êng th¼ng d : 

 
   
   

6 4

2

1 2 .

x t

y t

z t

 

H×nh chiÕu cña A trªn d cã to¹ ®é lµ  

(A)  2 ; 3 ; 1  ;  (B)  2 ; 3 ; 1   ;  

(C)  2 ; 3 ; 1  ;  (D)  2 ; 3 ; 1 . 
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31. Cho tø diÖn ABCD cã      1 ; 0 ; 0 , 1 ; 1 ; 0 , 0 ; 1 ; 0A B C  vµ  0 ; 0 ; 2D . 

TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng AC vµ BD. 

Mét häc sinh lµm nh− sau : 

B−íc 1.  1 ; 1 ; 0AC  


,  1 ; 1 ; 2BD   


,  0 ; 1 ; 0AB 


. 

B−íc 2.  , 2 ; 2 ; 2 .AC BD   
 

 

B−íc 3.  
, .

2 3
,

312,

AC BD AB
d AC BD

AC BD

 
   
 
 

  

  . 

Bµi gi¶i trªn ®óng hay sai ? NÕu sai th× sai ë b−íc nµo ? 

(A) §óng ;  (B) Sai ë b−íc 1 ;   

(C) Sai ë b−íc 2 ;  (D) Sai ë b−íc 3. 

32. Cho  2, 1, ,
3

u v u v
  

   
. Gãc gi÷a vect¬ v


 vµ vect¬ u v

 
 b»ng 

(A) o30  ; (B) o45  ;  (C) o60  ;  (D) o90 . 

33. Cho  2, 5, ,
6

u v u v
  

   
. §é dµi vect¬  ,u v

 
 b»ng  

(A) 10 ; (B) 5 ;  (C) 8 ;  (D) 5 3 . 

34. MÆt ph¼ng 2 3 1 0x y z     c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c ®iÓm :  

(A)  1 1
; 0 ; 0 , 0 ; ; 0 , 0 ; 0 ; 1

2 3
      
   

; 

(B)    1
1 ; 0 ; 0 , 0 ; ; 0 , 0 ; 0 ; 1

3
 
 
 

 ; 

(C)  1 1
; 0 ; 0 , 0 ; ; 0 , 0 ; 0 ; 1

2 3
   
   
   

 ; 

(D)  1 1
; 0 ; 0 , 0 ; ; 0 , 0 ; 0 ; 1

2 3
       
   

. 
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35. Cho ®−êng th¼ng 

9

5

: 5

7
3

5

x t

d y t

z t

   
 


 


 

vµ mÆt ph¼ng   : 3 2 3 1 0P x y z    . Gäi d' lµ h×nh chiÕu cña d trªn (P). 

Trong c¸c vect¬ sau, vect¬ nµo kh«ng ph¶i lµ vect¬ chØ ph−¬ng cña d' ? 

(A)  5 ; 51 ; 39   ;      

(B)  10 ; 102 ; 78   ; 

(C)  5 ; 51 ; 39  ;       

(D) (5 ; 51 ; 39). 

36. Cho h×nh lËp ph−¬ng . ' ' ' 'ABCD A B C D  

cã c¹nh b»ng 1. Gäi M, N, P lÇn l−ît lµ 

trung ®iÓm cña ' ', , '.A B BC DD  Chøng 

minh r»ng  'AC MNP . 

Mét häc sinh lµm nh− sau : 

B−íc 1. Chän hÖ trôc to¹ ®é nh− ë h×nh 71.  

Khi ®ã    0 ; 0 ; 0 , ' 1 ; 1 ; 1 ,A C   

1
; 0 ; 1 ,

2
M

   
 

 
1 1

1 ; ; 0 , 0 ; 1 ; .
2 2

N P
       
   

 

B−íc 2.  ' 1 ; 1 ; 1AC 


, 
1 1

; ; 1
2 2

MN
   
 


, 

1 1
; 1 ;

2 2
MP

    
 


. 

B−íc 3. 
'. 0

'. 0

AC MN

AC MP

 




 

    ' mpAC MNP  . 

Bµi gi¶i trªn ®óng hay sai ? NÕu sai th× sai ë b−íc nµo ? 

(A) §óng ; (B) Sai ë b−íc 1 ;   

(C) Sai ë b−íc 2 ;  (D) Sai ë b−íc 3. 

H×nh 71 
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37. Cho ®−êng th¼ng 

0

:

2 .

x

d y t

z t


 
  

 

Ph−¬ng tr×nh ®−êng vu«ng gãc chung cña d vµ trôc Ox lµ 

(A) 


 
 

1

;

x

y t

z t

 (B) 


 
 

0

2

;

x

y t

z t

   

(C) 


  
 

0

2

;

x

y t

z t

   (D) 

0

.

x

y t

z t


 
 

 

38. Cho mÆt ph¼ng  P  : 2 3 14 0x y z     vµ ®iÓm  1 ; 1 ; 1 .M   To¹ ®é 

cña ®iÓm 'M  ®èi xøng víi M qua mp  P  lµ 

(A)  1 ; 3 ; 7  ;   (B)  1 ; 3 ; 7  ;    

(C)  2 ; 3 ; 2   ;  (D)  2 ; 1 ; 1 . 

39. Cho ®iÓm  0 ; 1 ; 3A   vµ ®−êng th¼ng 

 
 
  

1 2

: 2

.

x t

d y

z t

 

Kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn d b»ng  

(A) 3  ; (B) 14  ;  (C) 6  ;    (D) 8 . 

40. Cho ®iÓm   1 ; 2 ; 3M . Gäi 1 2 3, ,M M M  lÇn l−ît lµ ®iÓm ®èi xøng cña 

M qua c¸c mÆt ph¼ng      , ,Oxy Oxz Oyz . Ph−¬ng tr×nh mp  1 2 3M M M  lµ  

(A) 6 2 3 6 0x y z     ;  (B) 6 2 3 6 0x y z     ; 

(C) 6 3 2 6 0x y z     ;  (D) 6 3 2 6 0x y z    . 
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41. Cho mÆt cÇu        2 2 2
: 1 3 2 49S x y z      . Ph−¬ng tr×nh nµo 

sau ®©y lµ ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu  S  ? 

(A) 6 2 3 0x y z    ;  (B) 2 3 6 5 0x y z     ; 

(C) 6 2 3 55 0x y z     ;  (D) 2 2 7 0x y z    . 

42. Cho mÆt cÇu   2 2 2: 2 4 6 0S x y z x y z      . Trong ba ®iÓm (0 ; 0 ; 0), 

(1 ; 2 ; 3), (2 ; 1 ; 1), cã bao nhiªu ®iÓm n»m trong mÆt cÇu  S  ? 

(A) 0 ; (B) 1 ; (C) 2 ;    (D) 3. 

 

¤n tËp cuèi  n¨m  

I - Bμi tËp tù luËn 

1. Cho h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' víi c¹nh bªn kh«ng vu«ng gãc víi mÆt ®¸y. 

Gäi () lµ mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi c¸c c¹nh bªn cña h×nh l¨ng trô vµ c¾t 

chóng t¹i P, Q, R. PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 'AA


 biÕn tam gi¸c PQR thµnh 

tam gi¸c P'Q'R'. 

a) Chøng minh r»ng thÓ tÝch V cña h×nh l¨ng trô ®· cho b»ng thÓ tÝch cña 

h×nh l¨ng trô PQR.P'Q'R'. 

b) Chøng minh r»ng . ',PQRV S AA  trong ®ã SPQR lµ diÖn tÝch tam gi¸c PQR. 

2. Cho tø diÖn ABCD cã thÓ tÝch V. H·y tÝnh thÓ tÝch cña h×nh tø diÖn cã ®Ønh 

lµ träng t©m c¸c mÆt cña tø diÖn ®· cho. 

3. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D' cã thÓ tÝch V. H·y tÝnh thÓ tÝch cña tø diÖn ACB'D'. 

4. Chøng minh r»ng trung ®iÓm c¸c c¹nh cña mét h×nh tø diÖn ®Òu lµ c¸c ®Ønh 

cña mét h×nh t¸m mÆt ®Òu. H·y so s¸nh thÓ tÝch cña tø diÖn ®Òu ®· cho vµ 

thÓ tÝch cña h×nh t¸m mÆt ®Òu ®ã. 

5. Cho h×nh vu«ng ABCD néi tiÕp ®−êng trßn (O ; R). Gäi H  lµ h×nh gåm c¸c 

®iÓm cña h×nh trßn (O ; R) nh−ng kh«ng n»m trong h×nh vu«ng. TÝnh thÓ 

tÝch h×nh trßn xoay sinh bëi h×nh H  khi quay quanh ®−êng th¼ng chøa mét 

®−êng chÐo cña h×nh vu«ng. 
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6. Cho lôc gi¸c ®Òu ABCDEF c¹nh a. 

a) TÝnh thÓ tÝch h×nh trßn xoay sinh bëi lôc gi¸c ®ã khi quay quanh ®−êng 

th¼ng AD. 

b) TÝnh thÓ tÝch h×nh trßn xoay sinh bëi lôc gi¸c ®ã khi quay quanh ®−êng 

th¼ng ®i qua trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB vµ DE. 

7. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh R vµ ®−êng cao 2.R  Gäi AB vµ CD lµ hai ®−êng 

kÝnh thay ®æi cña hai ®−êng trßn ®¸y mµ AB vu«ng gãc víi CD. 

a) Chøng minh r»ng ABCD lµ tø diÖn ®Òu. 

b) Chøng minh r»ng c¸c ®−êng th¼ng AC, AD, BC, BD lu«n tiÕp xóc víi 

mét mÆt trô cè ®Þnh (tøc lµ kho¶ng c¸ch gi÷a mçi ®−êng th¼ng ®ã vµ trôc 

cña mÆt trô b»ng b¸n kÝnh mÆt trô). 

8. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho c¸c ®iÓm A(1 ; 5 ; 3), B(4 ; 2 ; 5), 

C(5 ; 5 ; 1) vµ D(1 ; 2 ; 4). 

a) Chøng tá r»ng bèn ®iÓm A, B, C, D kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®i qua bèn ®iÓm A, B, C, D. X¸c ®Þnh t©m 

vµ tÝnh b¸n kÝnh cña mÆt cÇu ®ã. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm A, B, C vµ t×m kho¶ng c¸ch 

tõ ®iÓm D tíi mÆt ph¼ng ®ã.  

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi CD vµ tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S). 

e) T×m b¸n kÝnh c¸c ®−êng trßn giao tuyÕn cña mÆt cÇu (S) vµ c¸c mÆt 

ph¼ng to¹ ®é. 

9. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh 

11

2 1 3

yx z  


. 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cña  trªn c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

b) Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng x + 5y + z + 4 = 0 ®i qua ®−êng th¼ng . 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng  vµ c¸c trôc to¹ ®é. 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng  vµ  

         ' : x = y = z. 

e) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng song song víi Oz, c¾t c¶  vµ '. 
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10. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho hai ®iÓm A(1 ; 1 ; 2), B(2 ; 0 ; 1). 

a) T×m quü tÝch c¸c ®iÓm M sao cho 2 2 2.MA MB   

b) T×m quü tÝch c¸c ®iÓm N sao cho 2 2 3.NA NB   

c) T×m quü tÝch c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu hai mÆt ph¼ng (OAB) vµ (Oxy). 

11. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh  

1

1

5

x at

y bt

z ct

 
  
  

  

trong ®ã , ,a b c  thay ®æi sao cho 2 2 2c a b  . 

a) Chøng minh ®−êng th¼ng  ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh, gãc gi÷a  vµ Oz 

lµ kh«ng ®æi. 

b) T×m quü tÝch giao ®iÓm cña  vµ mp(Oxy). 

12. Cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' víi AB = a, BC = b, CC' = c. 

a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A tíi mp(A'BD). 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A' tíi ®−êng th¼ng C'D. 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng BC' vµ CD'. 

II - C©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Cho H lµ h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD. XÐt c¸c mÆt ph¼ng : (SAC), 

(SAB), (SBD), (ABC), (SOI), trong ®ã I lµ trung ®iÓm cña AB, O lµ t©m h×nh 

vu«ng ABCD. Trong c¸c mÆt ph¼ng ®ã, cã bao nhiªu mÆt ph¼ng lµ mÆt 

ph¼ng ®èi xøng cña H  ? 

(A) 1 ;     (B) 2 ;    (C) 3 ;     (D) 4. 

2. Gäi H lµ l¨ng trô lôc gi¸c ®Òu ABCDEF.A'B'C'D'E'F'. XÐt c¸c mÆt ph¼ng : 

mp(AA'D), mp(ACA'), mp(ABB'), mÆt ph¼ng trung trùc cña DD', mÆt ph¼ng 

trung trùc cña AB. Trong c¸c mÆt ph¼ng ®ã, cã bao nhiªu mÆt ph¼ng lµ mÆt 

ph¼ng ®èi xøng cña H  ? 

(A) 1 ;     (B) 2 ;    (C) 3 ;     (D) 4. 
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3. Cho khèi l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C', M lµ trung ®iÓm cña c¹nh AB. 

Trong c¸c ®¼ng thøc sau ®©y, ®¼ng thøc nµo sai ? 

(A) A'B'C'C MA'B'C'V V  ;    (B) ABCC' A'BCC'V V  ; 

(C) MA'B'C' A'ABCV V  ;     (D) 
1

2MA'B'C' AA'B'C'V V . 

4. Cho khèi l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Trong c¸c ®¼ng thøc sau ®©y, ®¼ng 

thøc nµo sai ? 

(A) .
1

3A'BCC' ABC A'B'C'V V  ;     (B) . .
1

2A BB'C'C ABC A'B'C'V V ; 

(C) . 2A' BCC'B' AA'BCV V  ;      (D) . .C ABB'A' C' ABB'A'V V   

5. Cho khèi chãp tø gi¸c S.ABCD vµ c¸c ®iÓm A', B', C', D' lÇn l−ît n»m trªn 

c¸c ®−êng th¼ng SA, SB, SC, SD nh−ng kh«ng trïng víi S. 

Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) .

.
. .S ABC

S A'B'C'

V SA SB SC

V SA' SB' SC'
  ; 

(B) .

.
. . .S ABCD

S A'B'C'D'

V SA SB SC SD

V SA' SB' SC' SD'
  ; 

(C) .

.

S ABCD

S A'B'C'D'

V SA SC SB SD

V SA' SC' SB' SD'
     ; 

(D) .

.

S ABCD

S A'B'C'D'

V SA SB SC SD

V SA' SB' SC' SD'
      

6. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) H×nh l¨ng trô néi tiÕp mét mÆt cÇu nÕu ®¸y cña nã lµ ®a gi¸c néi tiÕp ; 

(B) H×nh l¨ng trô néi tiÕp mét mÆt cÇu nÕu tÊt c¶ c¸c mÆt cña nã ®Òu lµ ®a 

gi¸c néi tiÕp ; 

(C) H×nh l¨ng trô néi tiÕp mét mÆt cÇu nÕu cã mÆt bªn vu«ng gãc víi 

mÆt ®¸y ; 

(D) §a diÖn néi tiÕp mét mÆt cÇu nÕu c¸c mÆt cña nã ®Òu lµ ®a gi¸c néi tiÕp. 

7. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) §−êng trßn ®i qua ba ®iÓm ph©n biÖt n»m trªn mÆt cÇu th× n»m hoµn 

toµn trªn mÆt cÇu ; 
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(B) Cã duy nhÊt mét mÆt cÇu ®i qua 4 ®Ønh cña mét h×nh thang c©n cho tr−íc ; 

(C) H×nh chãp cã ®¸y lµ h×nh thang vu«ng lu«n lu«n néi tiÕp mét mÆt cÇu ; 

(D) C¶ ba mÖnh ®Ò trªn ®Òu sai. 

8. Cho khèi trô cã b¸n kÝnh 3a  vµ chiÒu cao 2 3.a  ThÓ tÝch cña nã lµ 

(A) 34 2a  ;         (B) 39 3a  ;     

(C) 36 3a  ;         (D) 26 3.a  

9. §¸y cña mét h×nh chãp lµ h×nh vu«ng cã diÖn tÝch b»ng 4. C¸c mÆt bªn cña 

nã lµ nh÷ng tam gi¸c ®Òu. DiÖn tÝch toµn phÇn cña h×nh chãp lµ 

(A) 4 4 3  ;         (B) 8 ;      

(C) 16 ;           (D) 4 4 2.  

10. Mét h×nh nãn cã ®−êng sinh b»ng l vµ b»ng ®−êng kÝnh ®¸y. B¸n kÝnh h×nh 

cÇu néi tiÕp h×nh nãn lµ 

(A) 
1

3
l  ;           (B) 

3

6
l  ;     

(C) 
2

6
l  ;          (D) 

3
.

4
l  

11. Mét h×nh cÇu cã thÓ tÝch b»ng 
4

,
3


 néi tiÕp mét h×nh lËp ph−¬ng. ThÓ tÝch cña 

h×nh lËp ph−¬ng ®ã b»ng 

(A) 8 ;      (B) 4 ;     (C) 1 ;     (D) 2 3.  

12. Cho h×nh ch÷ nhËt cã hai ®Ønh A(2 ; 3 ; 0), B(2 ; 3 ; 0) vµ mét c¹nh n»m trªn 

trôc Ox. Khèi trßn xoay sinh bëi h×nh ch÷ nhËt ®ã khi quay quanh trôc Oy cã 

thÓ tÝch lµ 

(A) 26  ;     (B) 12 ;     (C) 12 ;    (D) 
4

3


. 

13. Cho hai vect¬ u


(1 ; 0 ; 2) vµ v


(0 ; 1 ; 1). Trong c¸c vect¬ sau, vect¬ nµo 

cïng ph−¬ng víi  ,u v
 

 ? 

(A)   a


(1 ; 1 ; 1) ;       (B)   b


(2 ; 1 ; 1) ;  

(C)   c


(0 ; 1 ; 1) ;       (D)   d


(2 ; 2 ; 1). 
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14. Cho tam gi¸c ABC cã diÖn tÝch b»ng 6 n»m trong mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng 

tr×nh 2x  2y + z + 5 = 0. ThÓ tÝch h×nh chãp S.ABC víi S = (1 ; 1 ; 1) b»ng 

(A)   3 6  ;          (B)   12 2  ;     

(C)   8 ;           (D)   4. 

15. MÆt cÇu t©m I(6 ; 3 ; 4), tiÕp xóc víi trôc Ox cã b¸n kÝnh lµ 

(A)   5 ;           (B)   2 3  ;     

(C)   4 3  ;          (D)   4. 

16. Cho ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh 

1 2

2

3 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

Ph−¬ng tr×nh tham sè nµo sau ®©y còng lµ ph−¬ng tr×nh cña d ? 

(A) 

1

2

3

x t

y t

z t

 
  
  

         (B) 

3 4

1 2

4 2

x t

y t

z t

 
  
  

     

(C) 

2

1

2

x t

y t

z t


  
  

         (D) 

1 2

2

3 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

17. Cho hai ®−êng th¼ng 

1

: 2

3

x t

d y t

z t

 
  
  

 vµ 

1 2 '

' : 1 2 '

2 2 '

x t

d y t

z t

 
   
  

. Khi ®ã : 

(A) d c¾t 'd ;          (B) d trïng 'd ;    

(C) d vµ 'd chÐo nhau ;     (D) d song song víi 'd . 

18. Cho mÆt ph¼ng (P) vµ mÆt cÇu (S) cã ph−¬ng tr×nh 

( ) : 3 4 12 0  P x z  ;     22 2( ) : 2 1   S x y z . 

Khi ®ã : 

(A) mp(P) ®i qua t©m mÆt cÇu (S) ; 

(B) mp(P) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) ; 
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(C) mp(P) c¾t (S) theo mét ®−êng trßn ; 

(D) mp(P) kh«ng c¾t (S). 

19. To¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm  2 ; 0 ; 1M  trªn ®−êng th¼ng  

1 2
:

1 2 1

yx z     

lµ 

(A)  1 ; 0 ; 2  ;   (B)  2 ; 2 ; 3  ;  (C)  0 ; 2 ; 1  ;  (D)  1 ; 4 ; 0 . 

20. Cho hai ®−êng th¼ng 

1 2

: 1

1

x t

d y t

z

 
   
 

 vµ 
22 3

' :
1 1 1

yx z
d

  


.  

Kho¶ng c¸ch gi÷a d vµ 'd  lµ  

(A) 
6

2
 ;           (B) 

14

2
 ;   

(C) 
1

6
 ;          (D) 2 . 

21. Cho hai ®−êng th¼ng 

1

: 0

5

x t

d y

z t

 
 
   

 vµ 


  
  

0

' : 4 2 '

5 3 '.

x

d y t

z t

 

Ph−¬ng tr×nh ®−êng vu«ng gãc chung cña d vµ 'd  lµ 

(A)

4 2

3

2 2

 
 
   

x t

y t

z t

       (B) 

4

3

2

 
 
   

x t

y t

z t

  

(C) 
4 2

2 3 2

yx z  


 ;     (D) 
4 2

2 3 2

yx z  


. 

22. Cho mÆt ph¼ng ( ) : ( 2) 2 0     P mx y n z m . Víi mäi ,m n , mÆt 

ph¼ng (P) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh cã to¹ ®é lµ 

(A)  1 ; 2 ; 0  ;        (B)  2 ; 1 ; 0  ;    

(C)  0 ; 1 ; 2  ;        (D)  1 ; 2 ; 0  . 



 129 

23. Cho mÆt cÇu   2 2 2: 2 4 4 0S x y z x y z      . MÆt ph¼ng tiÕp xóc víi 

 S  t¹i ®iÓm  3 ; 4 ; 3A  cã ph−¬ng tr×nh : 

(A) 4 4 2 17 0x y z     ;   (B) 2 2 17 0x y z     ; 

(C) 2 4 17 0x y z     ;    (D) 17 0x y z    . 

III - Mét sè ®Ò kiÓm tra 

§Ò I 

C©u 1. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD cã c¹nh ®¸y b»ng a vµ c¹nh bªn 

b»ng 2a . 

a) TÝnh thÓ tÝch cña h×nh chãp ®· cho. 

b) TÝnh b¸n kÝnh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp S.ABCD. 

c) Gäi A' vµ C' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña hai c¹nh SA vµ SC. Chøng minh 

r»ng hai h×nh chãp A'.ABCD vµ C'.CBAD b»ng nhau. 

C©u 2. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho c¸c ®iÓm A(4 ; 1 ; 2), B(1 ; 2 ; 2) 

vµ C(1 ; 1 ; 5). 

a) Chøng minh r»ng ABC lµ tam gi¸c ®Òu. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mp(ABC). TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn giíi h¹n bëi 

mp(ABC) vµ c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh trôc cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

d) T×m to¹ ®é ®iÓm D sao cho ABCD lµ tø diÖn ®Òu. 

§Ò II 

C©u 1. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¹nh b»ng a. Gäi B', C', D' lÇn l−ît lµ trung 

®iÓm cña c¸c c¹nh AB, AC vµ AD. 

a) Chøng minh r»ng s¸u ®iÓm B, C, D, B', C', D' n»m trªn mét mÆt cÇu. 

TÝnh b¸n kÝnh cña mÆt cÇu ®ã. 

b) TÝnh thÓ tÝch khèi chãp D.BCC'B'. 
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C©u 2. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho c¸c ®iÓm A(2 ; 0 ; 0), A'(6 ; 0 ; 0), 

B(0 ; 3 ; 0), B'(0 ; 4 ; 0), C(0 ; 0 ; 4), C'(0 ; 0 ; 3). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ®i qua bèn ®iÓm A, A', B, C. Chøng minh 

r»ng B' vµ C' còng n»m trªn mÆt cÇu ®ã. 

b) Chøng minh r»ng trùc t©m H cña tam gi¸c ABC, träng t©m G cña tam 

gi¸c A'B'C' cïng n»m trªn mét ®−êng th¼ng ®i qua O. ViÕt ph−¬ng tr×nh 

®−êng th¼ng ®ã. 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm O tíi giao tuyÕn cña mp(ABC') vµ mp(A'B'C). 

 

§Ò III 
C©u 1. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. Gäi N lµ ®iÓm n»m trªn c¹nh AB vµ () 

lµ mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm D, N, B'. 

a) MÆt ph¼ng () c¾t h×nh hép ®· cho theo thiÕt diÖn lµ h×nh g× ? 

b) Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng () ph©n chia khèi hép ®· cho thµnh hai 

khèi ®a diÖn H1 vµ H 2 b»ng nhau. 

c) TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña khèi ®a diÖn H 1 vµ thÓ tÝch cña khèi tø diÖn AA'BD. 

C©u 2. Trong kh«ng gian to¹ ®é Oxyz, cho c¸c ®iÓm A(1 ; 3 ; 1) vµ B(2 ; 1 ; 3). 

a) Chøng tá r»ng hai ®iÓm A vµ B c¸ch ®Òu trôc Ox. 

b) T×m ®iÓm C n»m trªn trôc Oz sao cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i C. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cña ®−êng th¼ng AB trªn mp(Oyz). 

d) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ®i qua ba ®iÓm O, A, B vµ cã t©m n»m trªn 

mp(Oxy). 
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H−íng dÉn gi¶i  ®¸p sè 

Ch−¬ng I 

1. Gäi sè c¹nh vµ sè mÆt cña khèi ®a diÖn 

lÇn l−ît lµ C vµ M. H·y chøng minh r»ng 

3M = 2C. 

2. Gäi sè c¹nh vµ sè ®Ønh cña khèi ®a diÖn 

lÇn l−ît lµ C vµ §. H·y chøng minh r»ng 

3§ = 2C. 

3. Gäi A lµ mét ®Ønh cña khèi ®a diÖn. A lµ 

®Ønh chung cho ba c¹nh AB, AC, AD. MÆt 

chøa c¹nh AB, AC ph¶i lµ tam gi¸c ABC. 

T−¬ng tù c¸c tam gi¸c ACD, ADB ®Òu lµ 

mÆt cña khèi ®a diÖn, suy ra mÆt thø t− lµ 

tam gi¸c BCD. Tõ ®ã suy ra kÕt qu¶ bµi to¸n. 

4. Khèi hép ABCD.A'B'C'D' ®−îc ph©n chia 

thµnh n¨m khèi tø diÖn :  

ABDA', CBDC', B'A'C'B, D'A'C'D, BDA'C'. 

5. LÊy ®iÓm M n»m gi÷a A vµ B ; N n»m 

gi÷a C vµ D. B»ng hai mÆt ph¼ng (MCD) 

vµ (NAB), khèi tø diÖn ABCD ®−îc ph©n 

chia thµnh bèn khèi tø diÖn. 

6. a) ( )a P  hoÆc ( )a P . 

b) a // (P). 

c) a c¾t (P) nh−ng kh«ng vu«ng gãc víi (P). 

d) Kh«ng cã tr−êng hîp nµo. 

7. a) C¸c mÆt ph¼ng ®èi xøng cña h×nh chãp tø 

gi¸c ®Òu S.ABCD lµ : (SAC), (SBD), c¸c mÆt 

ph¼ng trung trùc cña c¸c c¹nh AB vµ BC. 

b) Gäi M, N, O lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña 

c¸c c¹nh AB, BC, CA vµ S lµ giao ®iÓm cña 

c¸c c¹nh AA', BB', CC' cña h×nh chãp côt 

tam gi¸c ®Òu ABC.A'B'C' th× c¸c mÆt ph¼ng 

®èi xøng cña h×nh chãp côt lµ : (SAN), 

(SBO), (SCM). 

c) Cã ba mÆt ph¼ng ®èi xøng lµ ba mÆt 

ph¼ng trung trùc cña ba c¹nh xuÊt ph¸t tõ 

mét ®Ønh cña h×nh hép ch÷ nhËt. 

8. a) LÊy liªn tiÕp hai phÐp ®èi xøng qua 

mÆt ph¼ng trung trùc cña c¹nh AA' vµ mÆt 

ph¼ng (BDD'B') hoÆc sö dông phÐp ®èi 

xøng qua t©m cña h×nh lËp ph−¬ng. 

b) LÊy phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng 

(ADC'B'). 

9. NÕu phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ v


 biÕn hai 

®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh ', 'M N  th× 

' 'MM NN v 
  

, do ®ã ' 'MN M N
 

, suy 

ra ' 'MN M N . 

NÕu phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng d 

biÕn hai ®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh ', 'M N  

th× ' ' 2MN M N HK 
  

 (H vµ K lÇn l−ît 

lµ trung ®iÓm cña MM' vµ NN') vµ 

' ' ' 'MN M N N N MM  
   

. Tõ ®ã h·y 

chøng minh  

  ' ' ' ' 0MN M N MN M N  
   

. 

NÕu phÐp ®èi xøng qua ®iÓm O biÕn hai 

®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh ', 'M N  th× 

' 0OM OM 
  

 vµ ' 0ON ON 
  

 nªn 

' ',MN M N 
 

 suy ra ' '.MN M N  

10. a) LÊy hai ®iÓm A, B lÇn l−ît n»m trªn (P) 

vµ (Q) sao cho ( ).AB P  Khi ®ã, thùc 

hiÖn liªn tiÕp hai phÐp ®èi xøng qua hai 

mÆt ph¼ng song song (P) vµ (Q) th× kÕt 

qu¶ lµ phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 2 .

AB  

b) Lµ phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng giao 

tuyÕn cña (P) vµ (Q). 

11.  Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh chÊt cña phÐp vÞ tù 

vµ tÝnh chÊt cña hai mÆt ph¼ng song song. 

12. a) Dïng phÐp vÞ tù cã t©m lµ träng t©m 

cña tø diÖn ®· cho vµ tØ sè vÞ tù 
1

3
k   . 
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b) Gäi M, N, P, Q, R, S lÇn l−ît lµ trung 

®iÓm c¸c c¹nh AB, CD, AC, BD, AD, BC 

cña khèi tø diÖn. H·y chøng minh 8 tam 

gi¸c MPR, MRQ, MQS, MSP, NPR, NRQ, 

NQS, NSP lµ nh÷ng tam gi¸c ®Òu. 

13. Gi¶ sö SABCDS' lµ khèi t¸m mÆt ®Òu. H·y 

dïng tÝnh chÊt : "NÕu c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu 

hai ®iÓm cho tr−íc th× chóng n»m trªn 

mÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng nèi 

hai ®iÓm ®ã" vµ tÝnh chÊt "NÕu mét h×nh 

thoi néi tiÕp ®−îc mét h×nh trßn th× ®ã lµ 

mét h×nh vu«ng". 

14. Dïng ®Þnh nghÜa vµ tÝnh chÊt cña khèi 

t¸m mÆt ®Òu vµ cña khèi lËp ph−¬ng. 

15. a) Kh«ng thay ®æi.  b) Cã thÓ thay ®æi. 

c) Kh«ng thay ®æi. 

16. LÊy M lµ mét ®iÓm n»m gi÷a C vµ D sao 

cho CM = kMD. Khi ®ã khèi tø diÖn 

ABCD ®−îc ph©n chia thµnh hai khèi tø 

diÖn ABCM vµ ABMD tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

bµi to¸n. 

17.  
3

.

2

2ABCD A'B'C'D'

a
V  . 

18.  3
l¨ng trô

1
cot

4


V na

n
. 

19. a) AC' = 3b.    b) 3
l¨ng trô

6V b . 

20. a) 
3

l¨ng trô

3

4

a
V  . 

b) Chøng minh BC  AA' vµ tõ ®ã suy ra 

®iÒu ph¶i chøng minh. 

c) 
2 3

( 13 2)
3xq

a
S   . 

21. Tæng c¸c kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn bèn mÆt 

cña tø diÖn b»ng 
6

3

a
. 

22. TØ sè thÓ tÝch cña hai phÇn b»ng 1. 

23. Gäi H vµ H' lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña A 

vµ A' trªn mÆt ph¼ng (SBC). 

H·y chøng minh : S, H, H' th¼ng hµng vµ 

sö dông ®¼ng thøc  

          . .

. .

S ABC A SBC

S A'B'C' A' SB'C'

V V

V V
  

®Ó suy ra c«ng thøc cÇn t×m. 

24. Gäi B', D' lÇn l−ît lµ c¸c giao ®iÓm cña 

mÆt ph¼ng (P) víi c¸c c¹nh SB vµ SD.  

Khi ®ã AM, B'D', SO (O = AC  BD) 

®ång quy t¹i träng t©m G cña tam gi¸c 

SAC vµ B'D' // BD. Tõ ®ã sö dông kÕt qu¶ 

bµi 23 ®Ó t×m ra ®¸p sè cña bµi to¸n. 

25.  H·y chøng minh phÐp vÞ tù tØ sè k biÕn 

®−êng cao AH cña h×nh chãp A.BCD thµnh 

®−êng cao A'H' cña h×nh chãp A'.B'C'D' vµ 

A'H' = k AH, SB'C'D' = k2SBCD. 

¤n tËp ch−¬ng I 

1. 
.

1

4C AB'D'
V V ,

.

3
.

4C B'D'DB
V V    

2. Gäi M, N, I, J, K, E lÇn l−ît lµ trung ®iÓm 

cña c¸c c¹nh AB, BC, CC', C'D', D'A', A'A 

cña khèi hép. DÔ thÊy MN, EI, KJ ®«i 

mét song song vµ chóng lÇn l−ît ®i qua ba 

®iÓm th¼ng hµng M, O, J (O lµ giao ®iÓm 

cña c¸c ®−êng chÐo cña h×nh hép). Tõ ®ã 

suy ra M, N, I, J, K, E n»m trªn mÆt 

ph¼ng () ®i qua O. Khi ®ã, () chia khèi 

hép thµnh hai phÇn lµ ¶nh cña nhau qua 

phÐp ®èi xøng t©m O. 

3. a) ADEF, ACEF, BDEF, BCEF. 

b) Sö dông tÝnh chÊt : MÆt ph¼ng qua mét 

c¹nh vµ trung ®iÓm cña c¹nh ®èi diÖn cña 

mét tø diÖn ph©n chia khèi tø diÖn thµnh 

hai khèi tø diÖn cã thÓ tÝch b»ng nhau. 
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c) NÕu ABCD lµ tø diÖn ®Òu th× nã cã hai 

mÆt ph¼ng ®èi xøng lµ (ABF), (CDE) vµ 

phÐp ®èi xøng qua trôc EF biÕn tø diÖn 

ADEF thµnh tø diÖn BCEF. 

4. a)  
1 1 1 1 1 1 1. .

 
ABCA B C A ABC A BCC B

V V V  

 
1

( )
3

a b c S   . 

1 1 1

1
[( ) ( ) ( )]. .

3A B C A'B'C'
V h a h b h c S       

b) 
1 1 1 1 1 1ABCA B C A B C A'B'C'

V V  

2( ) 3 .   a b c h  

5. Gäi V1 lµ thÓ tÝch cña phÇn chøa c¹nh AA' 

vµ V2 lµ thÓ tÝch phÇn cßn l¹i. 

Khi ®ã : 1

2

7

5

V

V
 . 

6. a) 
3

. 6S ABC

a
V  . 

b) DÔ thÊy AB'  (SBC)  AB'  SC, mÆt 

kh¸c AC'  SC   SC  (AB'C'). 

c) 
3

. ' ' 36S AB C

a
V  . 

C©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng I 

1. (C), 2. (D), 3. (D), 4. (B), 5. (D), 6. (D), 

7. (C), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11. (B), 

12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (C), 16. (C), 

17. (B), 18. (D), 19. (D), 20. (B), 21. (D), 

22. (A), 23. (C), 24. (A), 25. (B), 26. (C), 

27. (B), 28. (B), 29. (C), 30. (A), 31. (C), 

32. (D). 

 
Ch−¬ng II 

1. T©m mÆt cÇu lµ trung ®iÓm cña AD. 

B¸n kÝnh mÆt cÇu lµ 2 2 21
.

2
R a b c    

2. a) MÆt ph¼ng trung trùc cña AB. 

b) Khi A, B, C kh«ng th¼ng hµng th× tËp 

hîp cÇn t×m lµ trôc cña ®−êng trßn ngo¹i 

tiÕp tam gi¸c ABC. Khi A, B, C th¼ng 

hµng th× tËp hîp ph¶i t×m lµ . 

c) Trôc cña ®−êng trßn ®· cho. 

d) Cã. 

3. C¶ a) vµ b) ®Òu ®óng. 

4. §−êng trßn cè ®Þnh ph¶i t×m n»m trong 

mp(P) ®i qua ®iÓm A vµ vu«ng gãc víi d 

t¹i I, t©m ®−êng trßn lµ I, b¸n kÝnh ®−êng 

trßn lµ IA. 

5. a) §óng. 

b) Kh«ng ®óng.  

6. a) TËp hîp ph¶i t×m lµ trôc cña ®−êng trßn 

néi tiÕp tam gi¸c ABC. 

7. a) 
 32 2

3

3

162

a h
V

h

 
 . 

b) 
35 10

24

a
V


 . 

8. a) 2 2 2( )
2

S a b c


   . 

9. 2 2 2( )S a b c    . 

10. b) H×nh lËp ph−¬ng (cã c¹nh b»ng 
2

3

R
, 

R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu ®· cho). 

11. Mäi mÆt ph¼ng ®i qua trôc cña h×nh trßn 

xoay ®Òu lµ mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

12. a) H×nh trô.   b) Khèi trô. 

13. Lµ mÆt trô b¸n kÝnh R, cã trôc lµ trôc cña 

®−êng trßn. 

14. Gäi  lµ ®−êng th¼ng qua t©m O cña mÆt 

cÇu vµ song song víi ®−êng th¼ng cè ®Þnh. 

C¸c tiÕp tuyÕn n»m trªn mÆt trô trôc , 

b¸n kÝnh b»ng b¸n kÝnh mÆt cÇu. 
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15. a) 24
xq

S R  ,  26
tp

S R  . 

b) 
32V R  . 

c) 3' 4V R . 

16. a) 22 3
xq

S R   , 22 ( 3 1)S R   .  

b) 33V R  . 

c) 
3

( , )
2

R
d AB   ,  lµ trôc cña h×nh trô. 

17. a) H×nh nãn.   b) Khèi nãn. 

18. Gäi mÆt cÇu lµ S(I ; R), M lµ tiÕp ®iÓm  

th× MAI   kh«ng ®æi, suy ra c¸c ®−êng 

th¼ng qua A tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) lu«n 

n»m trªn mÆt nãn ®Ønh A, trôc lµ ®−êng 

th¼ng AI, gãc ë ®Ønh b»ng 2. 

19. b) 
2 2

2




r h
R

h
. 

c) (2 ) r h R h . 

    2 (2 )  
xq

S h R R h .  

20. b) 
2 2


 

rh
R

r r h

. 

21. 
2 2

2 2
.

3






b c
V

b c

. 

 

¤n tËp Ch−¬ng II 

1. Hai ®iÓm ®ã lµ A vµ A', trong ®ã A' lµ ®iÓm 

®èi xøng víi A qua mÆt ph¼ng (P). 

2. T©m mÆt cÇu lµ ®iÓm ®èi xøng víi S qua 

trung ®iÓm H cña AC, b¸n kÝnh mÆt cÇu lµ 

R = a. 

3. a) T©m I cña mÆt cÇu ph¶i t×m lµ giao c¸c 

trôc cña hai ®−êng trßn ®· cho, b¸n kÝnh 

mÆt cÇu lµ IB. 

b) 37R . 

4. a) 
3

4


a
R . 

b) 
3

2 3.
4


a

R  

5. a)  2
1

1

3
V b c  ;  2

2

1

3
V c b  ;  

2 2

3
2 2

1
.

3

b c
V

b c





 

6. 314 2
,

3
 V a    Stp = 14a

2
. 

C©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng II 

1. (D), 2. (B), 3. (A), 4. (D), 5. (B), 6. (B), 

7. (D), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11. (C), 

12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (A), 16. (A), 

17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (A), 21. (A), 

22. (A), 23. (A), 24. (D), 25. (B), 26. (B). 

 
Ch−¬ng III 

1. a)  (1; 2;0)u  


 ; 

(3;5; 5)v  


 ; 

   (2;3; 1)w  


. 

b)    3
cos ,

59
v i 
 

; 

     5
cos ,

59
v j 
 

; 

     5
cos ,

59
v k




 
. 
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c)   . 7u v  
 

 ; 

   . 4u w  
 

 ; 

   . 26.v w 
 

 

2. Gi¶ sö ( ; ; )

u x y z  th× 

 
2

2

2 2 2
cos , 

 

  x
u i

x y z
, 

 
2

2

2 2 2
cos ,

y
u j

x y z


 

 
, 

 
2

2

2 2 2
cos , .

 

  z
u k

x y z
 

Tõ ®ã suy ra  ®pcm. 

3. a)   2
cos ,

3
u v 
 

. 

b)   8 13
cos ,

65
u v




 
. 

4. k = 40. 

5. a) Gäi M1 lµ h×nh chiÕu cña M trªn mp(Oxy) 

th× M1 = (a ; b ; 0). 

Gäi H1 lµ h×nh chiÕu cña M trªn trôc Ox 

th× H1 = (a ; 0 ; 0). 

b) ( ,( ))d M Oxy c . 

2 2( , )d M Ox b c  . 

c) Gäi 
1
'M  lµ ®iÓm ®èi xøng víi M qua 

mp(Oxy) th× 
1
'M (a ; b ;c). 

6. 1 2 1 2 1 2; ;
1 1 1

x kx y ky z kz
M

k k k

   
  
    

víi k  1. 

7. D (1 ; 1 ; 1),   2
,

3




 
AC BD . 

8. a) M (1 ; 0 ; 0). 

b) . 0AB OC AB OC  
 

 

 sin5t =sin 3
3

t
  

 
 

24 4

2

3

    
 

   

t k

t l

   k, l  .  

9. a) §ång ph¼ng. 

b) Kh«ng ®ång ph¼ng. 

c) §ång ph¼ng. 

10. b) Chu vi b»ng 2 3 5  ,  

  
6

2ABC
S  . 

c) 
30

5a
h  . 

d)  o90A  , 
10

cos
5

B  , 
15

cos .
5

C   

11. a) , . 0AB AC AD   
  

 ®pcm. 

b) ,AC BD  

3 7
cos( , )=

14
AB CD , 

3 7
cos( , )= .

14
BC AD  

2

3ABCD
V  , 

2 3

3A
h  . 

12. Chän hÖ trôc Oxyz cã gèc O trïng A, Ox 

lµ tia AC, Oz lµ tia AS. 

a) 2 2 21
4 16

6
MN b a h   . 

b) MN SB  khi 4h
2
 = 2a

2
 b2

. 

13. a) T©m I (4 ; 1 ; 0), R = 4. 

b) T©m I 
1 5

1 ; ;
2 2

   
 

, R = 
7 6

6
. 

c) T©m I 
1

; 1 ; 0 ,
3

  
 

 R = 1. 
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14. a) x
2
 + (y 7)

2
 + (z  5)

2
 = 26. 

b) (x2)
2
 + y

2
 + z

2
 = 4. 

c) (x1)
2
 + (y 2)

2
 + (z 3)

2
 = 1. 

15. a) 2x + y + z 3 = 0. 

b) x 4y + 3 = 0. 

c) x 5y + z + 8 = 0. 

d) y + z 2 = 0. 

e) z c = 0 ; x a = 0 ; y b = 0. 

g) 6x + 3y + 2z  = 0. 

h) 2x + y + z 6 = 0. 

16. a) C¾t nhau.    b) C¾t nhau. 

c) Song song.   d) C¾t nhau.   

e) Trïng nhau.  

17.  a) 
1

4.

 
  

n

m
  b) 

1

2

4.

 

 

n

m

 

18. a) Kh«ng cã.   b) m =1. 

c) m  1.     d) m = 
9

19
 . 

19.  a) TËp hîp ®iÓm lµ hai mÆt ph¼ng : 

(2 5 3 3) ( 5 5 3) (4 5 3) 5 5 3 0,

(2 5 3 3) ( 5 5 3) (4 5 3) 5 5 3 0.





      

      

x y z

x y z

 b) TËp hîp ®iÓm lµ hai mÆt ph¼ng : 

4 16 20 1 0,

32 2 8 13 0.

    
   

x y z

x y z
 

c) TËp hîp ®iÓm lµ mÆt ph¼ng : 

x + 2y + z + 2 = 0. 

20.  
2 2 2

.
D D'

A B C

 

 
 

21. a) M = (0 ; 0 ; 3). 

b) M = (0 ; 0 ; 2). 

22. a) Chøng minh cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (ABC) theo 

®o¹n ch¾n. 

23. 
4 3 12 78 0

4 3 12 26 0.

x y z

x y z

   
    

 

24. b) §−êng th¼ng song song víi trôc Ox :  

0

0

0
.

 



 

x x t

y y

z z

  

Kh«ng cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. 

c) 

2

3

1 5

x t

y t

z t

 
 
   

;  
2 1

1 3 5

x y z 
 


 ;  

d)  

2

1

2 3 .

x

y

z t

 
 
  

  

Kh«ng cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. 

e)  

3 2

2 5

1.

x t

y t

z

 
  
 

   

Kh«ng cã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c. 

g) 

2

3

1 5

x t

y t

z t

 
  
   

 ; 
2 3 1

.
1 1 5

x y z  
 

 
 

25. a)  

4 2

3 3

1 2

x t

y t

z t

 
  
  

     ; 
4 3 1

2 3 2

  
 


x y z

. 

b)  

2 2

3

1 3 .

x t

y t

z t

  
  
  

   ; 
2 3 1

2 1 3

  
 

x y z
. 

26.  Ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc 

cña d trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é (Oxy) lµ 

1 2

2 3

0.

x t

y t

z
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27. a) (1 ; 4 ; 2),u


  0
0 ; 8 ; 3M . 

b) 2x + y 3z + 1 = 0. 

c) 

8 4

15 5

.

x t

y t

z t

  
  
 

 

28. a) d, d' chÐo nhau. 

b) d // d'. 

29.  §−êng th¼ng  cÇn t×m cã ph−¬ng tr×nh 

 

1 6

1

1 7 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

30.  

1

2 4

2 .

x

y t

z t


   
  

 

31. a) 
1 2 2 1
, . 168 0.u u M M    

  
 

b) 2x + y + 4z = 0. 

c) 2 21 . 

d) 
3 1 1

2 1 4

x y z  
    

32. a) Gäi  lµ gãc gi÷a d vµ () th× 
6

sin .
57

   

b) 
8 8

; 0 ; .
3 3

I
 
 
 

 

c) 

8
2

3

8
3 .

3

x t

y t

z t

  


 

  


 

33. a) A(1 ; 2 ; 3). 

b) 
1 2 3

.
2 3 4

x y z  
 


 

34. a) d(M, ) = 
10 2

3
. 

b) d(N, ) = 
2870

.
14

 

35. a) Chó ý d // d' nªn kho¶ng c¸ch h gi÷a d 

vµ d' b»ng kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm thuéc 

d tíi d'. 

h = 2. 

b) 
2 110

.
55

 

¤n tËp Ch−¬ng III 

1. a) , 4AB AC AD   
  

 0  ®pcm. 

b) 
2

.
3ABCD

V   

c) 2x + y + z  14 = 0. 

d) 2 2 2 8
( 1) ( 6) ( 2)

3
x y z       ; 

tiÕp ®iÓm 
7 20 8

; ; .
3 3 3

H
 
 
 

 

2. a) 
15 23 10

' ; ;
7 7 7

A
  
 

. 

b) 
7

sin
238

  . 

c) (Q) : 4x  y  2z  9 = 0. 

d) 
23 9 10

; ;
7 7 7

I
 
 
 

. 

 : 

23
4

7

9

7

10
2 .

7

x t

y t

z t
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3. a) d' : 

2

3

1 2

9 3

.

x t

y t

z t

  

   




 

b) 
1

13

3

:

10
2 .

3

x t

d y t

z t

  




   


 

c) .
37 24 35

x y z
   

4. a) (P) : x  9y + 5z + 20 = 0. 

b) (Q) : x  2y  5z + 9 = 0. 

c) d : 
29 2

11 11

41 7
.

55 55

x t

y t

z t



  


  


 

d) d(A, d2) = 
2 30

11
. 

5. a)  d  d'. 

b) 
14

42
h  . 

c) 
1 1 3

5 4 1

x y z  
  


. 

d) 

4

7

6 .

x

y

z t

 
  
   

 

6. a) (P) : 2x  16y  13z + 31 = 0. 

b) 
331

.
2496

V   

c) x
2 

+ y
2 

+ z
2 

+ 
31 31 31

2 16 13
x y z  = 0. 

7. a) . ' 0u u 
 

, '
0 0

, ' . 2 0u u M M    
 

. 

b)  (P) : x  y  z + 9 = 0, 

(Q) : x + z  4 = 0. 

c) 
5 4

1 2 1

x y z 
 


. 

8. a) Gãc gi÷a (P) vµ (Q) b»ng 60
o
. 

b) 

1

: 2

3 .

x t

d y t

z t

 
  
   

 

c) (R) : x + y  z + 2 = 0. 

9. a) I(1 ; 2 ; 3),   R = 14 . 

b) So s¸nh k  víi 42 . 

c) 6x + 3y + 2z  12 = 0. 

d) x  2y + 3z + 8 = 0. 

e) 
4 3 12 26 13 14 0

4 3 12 26 13 14 0.

x y z

x y z

     


    
 

10. a) 
1 1 1

1
m n p
   . 

b) 
min

27

6
V   khi m = n = p = 3. 

C©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng III 

1. (C), 2. (D), 3. (C), 4. (A), 5. (D), 6. (A), 

7. (B), 8. (A), 9. (A), 10. (C), 11. (C), 

12. (A), 13. (C), 14. (A), 15. (A), 16. (C), 

17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (C), 21. (B), 

22. (B), 23. (C), 24. (D), 25. (B), 26. (D), 

27. (C), 28. (D), 29. (D), 30. (A), 31. (A), 

32. (D), 33. (B), 34. (A), 35. (D), 36. (A), 

37. (D), 38. (A), 39. (B), 40. (C), 41. (C), 

42. (B). 
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¤n tËp cuèi n¨m 

I - Bµi tËp tù luËn 

1. PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 'AA


 biÕn khèi 

®a diÖn ABCPQR thµnh khèi ®a diÖn 

A'B'C'P'Q'R' nªn hai khèi nµy cã thÓ tÝch 

b»ng nhau. Tõ ®ã suy ra  

 VABC.A'B'C' = VPQR.P'Q'R' = SPQR.AA'. 

2. Gäi V' lµ thÓ tÝch cña khèi tø diÖn cÇn t×m 

th× 
1

'
27

V V . 

3. 
' ' 3ACB D

V
V  . 

4. Gäi V vµ V' lÇn l−ît lµ thÓ tÝch cña c¸c 
khèi tø diÖn ®Òu vµ t¸m mÆt ®Òu ®· cho. 

Khi ®ã '
2

V
V  . 

5. 32
.

3
V R   

6. a) V = a
3
. 

b) 
37 3

12

a
V


 . 

8. a) Chøng minh , . 0AB AC AD   
  

. 

b) x
2
 + y

2
 + z

2
 2x 4y + 2z 19 = 0, 

t©m I(1 ; 2 ;1), b¸n kÝnh R = 5. 

c) 3x 5y + 3z + 13 = 0, 

d(D, (ABC)) = 
18

43
. 

d)4x 3y + 5z + 15  25 2  = 0. 

e) Gäi r1, r2, r3 lÇn l−ît lµ b¸n kÝnh c¸c 

®−êng trßn giao tuyÕn cña mÆt cÇu (S) vµ 
c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é (Oxy), (Oyz), (Oxz). 
Khi ®ã 

1
2 6r  ,  

2
2 6r  ,  

3
21r  . 

9. a) Gäi d1, d2, d3 lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña 

 trªn c¸c mÆt ph¼ng (Oxy), (Oyz), (Oxz). 

Khi ®ã 

d1 : 

1 2

1

0

x t

y t

z

 
   
 

 ,   d2 : 

0

1

3

x

y t

z t


   
 

 

d3 : 

1 2

0

3 .

x t

y

z t

 
 
 

 

c) d(, Oz) = 
5

5
, d(, Ox) = 

3 10

10
,  

d(, Oy) = 
3 13

13
. 

d) 

6
4

13

6

13

6
3 .

13

x t

y t

z t

   



  



  

 

e) 

1

3

1

3

.

x

y

z t

  

  




 

10.  a) Quü tÝch lµ mÆt ph¼ng cã ph−¬ng tr×nh :  

2x + 2y 2z1 = 0. 

b) Quü tÝch lµ mÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh :  

2 2 2
3 1 3 3

2 2 2 4
x y z

               
     

. 

c) Quü tÝch lµ hai mÆt ph¼ng :

x + 3y +  2 14 z = 0. 

11. a) §−êng th¼ng  ®i qua ®iÓm cè ®Þnh 

(1 ; 1 ; 5).  

Gãc gi÷a  vµ trôc Oz b»ng 45
o
. 

b) Quü tÝch lµ ®−êng trßn t©m I(1 ; 1 ; 0), 

b¸n kÝnh R = 5 vµ n»m trong mp(Oxy). 
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12. a) d(A, (A'BD)) =
2 2 2 2 2 2

abc

a b b c c a 
. 

b) d(A', C'D) =
2 2 2 2 2 2

2 2

a b b c c a

a c

 


. 

c) d(BC', CD') =
2 2 2 2 2 2

abc

a b b c c a 
. 

II - C©u hái tr¾c nghiÖm 

1. (C), 2. (C), 3. (D), 4. (B), 5. (A), 6. (B), 7. (A), 

8. (C), 9. (A), 10. (B), 11. (A), 12. (C), 

13. (B), 14. (D), 15. (A), 16. (B), 17. (D), 18. (D), 

19. (A), 20. (A), 21. (D), 22. (D), 23. (B). 

III - Mét sè ®Ò kiÓm tra 

§Ò I 

1. a) 
3 6

6

a
V  .   b) R = 

6

3

a
. 

c) Hai h×nh ®èi xøng víi nhau qua mp(SBD) 

nªn b»ng nhau. 

2. a) AB = BC = CA = 3 2 . 

b) Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (ABC) :  

x + y + z  5 = 0.     

125

6
V  . 

c) 

2

3 .

x t

y t

z t

 
 
  

 

d) Cã hai ®iÓm D :  D1 = (4 ; 2 ; 5),  

D2 = (0 ; 2 ; 1). 

 

§Ò II 

1. a) 
22

.
8

a
R     b) 

3

. ' '

2
.

16D BCC B

a
V   

2. a) Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu : 

x
2
 + y

2
 + z

2
  8x  7y 7z + 12 = 0. 

b) Ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng qua H, O, G : 

    
6 4 3

x y z
  . 

c) d(O, ) = 
18

5
,  

trong ®ã ( ') ( ' ' )ABC A B C   . 

§Ò III 

1. a) ThiÕt diÖn lµ mét h×nh b×nh hµnh. 

b) Hai khèi H1 vµ H2 ®èi xøng víi nhau 

qua O nªn b»ng nhau. 

c) 
1 '

3 .
AA BD

V VH  

2. a) d(A, Ox) = d(B, Ox) = 10 . 

b) Cã hai ®iÓm C :  

C1 = (0 ; 0 ; 4),  

C2 = (0 ; 0 ; 2). 

c) 

0

3

1 .

x

y t

z t


   
   

 

d) Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu : 

2 2
253 18 4105

.
10 5 100

x y z
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B¶ng thuËt ng÷ 

B 
B¸n kÝnh cña mÆt cÇu  38 

B¸n kÝnh cña mÆt trô  49 

 

C 
C¹nh cña khèi ®a diÖn  5 

Cao ®é  72 

 

D 
DiÖn tÝch cña h×nh ®a diÖn 43 

DiÖn tÝch mÆt cÇu  44 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn  56 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô  50 

 

§ 
§a diÖn xÊp xØ cña mÆt cÇu  44 

§¸y cña h×nh nãn 55 

§¸y cña h×nh trô  49 

§Æc sè ¥-le  20 

§Ønh cña h×nh nãn  55 

§Ønh cña khèi ®a diÖn  5  

§Þnh lÝ ¥-le  21 

§−êng kÝnh cña mÆt cÇu 38 

§−êng sinh cña h×nh nãn  55 

§−êng sinh cña mÆt nãn 54 

§−êng sinh cña mÆt trô  49 

§−êng trßn lín cña mÆt cÇu  41 

 

G 
Giao tuyÕn elip cña mÆt trô trßn xoay 

vµ mÆt ph¼ng  52 

Giao tuyÕn parabol cña mÆt nãn trßn xoay 
vµ mÆt ph¼ng  57 

Gãc ë ®Ønh cña mÆt nãn 54 

 

H 
Hai h×nh b»ng nhau  12 

Hai h×nh ®ång d¹ng  17 

HÖ to¹ ®é trong kh«ng gian 70  

H×nh ®a diÖn  5 

H×nh nãn   55 

H×nh trßn xoay 47 

H×nh trô 49 

Hoµnh ®é  72 

 

K 
Khèi cÇu 39 

Khèi chãp  5 

Khèi ®a diÖn 5 

Khèi ®a diÖn ®Òu  18  

Khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {n ; p}  18 

Khèi ®a diÖn låi 18 

Khèi hai m−¬i mÆt ®Òu 19 

Khèi l¨ng trô  5 

Khèi m−êi hai mÆt ®Òu 19  

Khèi nãn  56 

Khèi t¸m mÆt ®Òu 11 

Khèi trô 50 

 

M 
MÆt cÇu  38 

MÆt cña khèi ®a diÖn 5 

MÆt hypeboloit trßn xoay mét tÇng 48 

MÆt nãn  54 

MÆt ph¼ng ®èi xøng cña mét h×nh  10 

MÆt trßn xoay 47 

MÆt trô 48 

MÆt xuyÕn 48 

 

P 
Ph©n chia vµ l¾p ghÐp c¸c khèi ®a diÖn 6 

PhÐp biÕn h×nh trong kh«ng gian  8 

PhÐp dêi h×nh trong kh«ng gian  11 

PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng  8 

PhÐp ®èi xøng t©m  12 

PhÐp ®èi xøng trôc  12 

PhÐp ®ång nhÊt  12 

PhÐp tÞnh tiÕn 12 
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PhÐp vÞ tù  16 

Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®−êng th¼ng   94 

Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu 80 

Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 84 

Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng theo ®o¹n ch¾n 86 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng 93 

 

T 
ThÓ tÝch cña khèi cÇu 43 

ThÓ tÝch cña khèi chãp 25   

ThÓ tÝch cña khèi ®a diÖn 23 

ThÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt  24 

ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô 50 

ThÓ tÝch khèi nãn 56 

ThÓ tÝch khèi trô  50 

TÝch cã h−íng cña hai vect¬ 75 

TÝch vect¬ cña hai vect¬ 75 

TiÕp diÖn   41 

TiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu  42 

TÝnh chÊt cña tÝch cã h−íng 76 

To¹ ®é cña ®iÓm  72 

To¹ ®é cña vect¬ 71 

Trôc cao  70 

Trôc cña h×nh nãn  55 

Trôc cña h×nh trßn xoay  47 

Trôc cña h×nh trô  49  

Trôc hoµnh 70 

Trôc tung  70 

Tung ®é 72 

 

V 
Vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng  84 

VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng  98 
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